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ARGUMENT

Un mic orasel de pe valea Trotusului, asezat intr-o frumoasa depresiune, orasul Comanesti a devenit
in 2005 o gazda primitoare a elevilor si profesorilor de matematica de pe meleaguri bistritene, sucevene,
botosdnene, iesene, romascane i bacauane sub comanda regretatului prof. univ. dr. Dan-Petru Branzei la o
prima editie a concursului “Sperante”.

Anii au trecut, interesul pentru concurs a crescut prin prezenta invitatilor din orasele Bistrita,
Beclean pe Somes, Miercurea-Ciuc, Cristuru Secuiesc, Vatra Dornei, Gura Humorului, Botosani, lasi,
Roman, Piatra-Neamt, Barlad, Tulcea, Focsani, Constanta, Ramnicu Sarat, Bucuresti, liceele militare de la
Campulung—Moldovenesc si Breaza, Bacdu, Podu Turcului, Buhusi, Onesti, Targu Ocna, Moinesti,
Darmanesti, Comanesti si deja s-au derulat 10 editii ale acestui concurs, la care numarul candidatilor a
alternat de la 300 la 600 elevi participanti.

Asa ca, la ani aniversari meritd menfionatd munca colegilor nostri prin aparitia acestei lucrari cu
subiectele si variantele de rezolvare a primelor 10 editii a concursului “Sperante”.

Aducem multumirile noastre primarului orasului Comanesti, ec. Viorel Miron, dar si tuturor
profesorilor care s-au implicat in desfasurarea concursului din postura de organizatori i pentru implicarea
in elaborarea subiectelor, prof Gloambes Toma, prof. Rotaru Petru, prof Popa Florin, prof Munteanu Ion si
nu in ultimul rand “Europe Direct Comanesti” prin persoana ing. Jitaru Narcis pentru tiparirea diplomelor,

medaliilor, premiilor si redactarea ,,Revistei de matematica din Comanesti”.

Prof. Laic Robert Constantin Prof. Gloambes Mihai Lucian



CUVANT INAINTE

,,Daca tu ai un mar si eu am un mar, si vom schimba merele intre noi, atunci, §i tu si eu tot cdte un
mar vom avea. Dar daca ai o idee si eu am o idee, si vom face schimb de idei, atunci fiecare dintre noi va
avea cdte doud idei.”

George Bernard Shaw (1856 — 1950)

Nu stim daca de aici s-au inspirat inimosii profesori din Comanesti cand au decis ca pot sa
organizeze un concurs interjudetean de matematica, astfel incat sa fie si ’pe terenul lor” o competitie, asa
cum sunt la Iasi, Botosani, Focsani, Vatra-Dornei, iar elevii lor sd beneficieze de mai multe competitii la
care s participe pentru a-si valorifica cunostintele si abilitatile la disciplina matematica.

Primavara, ca anotimp al mugurilor, tinerelor vlastare si al revenirii din hibernare, a fost
consideratd extrem de potrivita ca pe valea Trotusului, In Comanesti sd asigure o atmosfera ideald pentru
tineri elevi din diferite judete si regiuni ale tarii sa se intalneascad aici pentru o altd “luptd” pe taramul
matematicii. 31 au venit la confruntare delegatii din lasi, Botosani, Vrancea, Suceava, Bistrita-Nasaud,
Neamt, Constanta, Vaslui, Tulcea, Galati, Prahova, Buzau, iar la ultimele editii si din Harghita, confruntare
in care s-a simtit din plin si participarea delegatilor din judetul gazdd — Bacau. Initiativa profesorilor
organizatori, profesori care reprezinta (numeric) cea mai mare parte din filiala S.S.M.R. Comanesti, a fost
apreciata si sustinuta de conducerea centrald a S.S.M.R astfel incat la aceste concursuri participantii elevi si
profesori deopotriva s-au bucurat de prezenta d-lui profesor Dorin Popescu (presedinte S.S.M.R.), d-lui
profesor Radu Gologan (presedinte S.S.M.R.) respectiv a d-lor profesori Vladimir Boscoff (membru in
biroul central S.S.M.R.), Mircea Trifu (secretar general al SSMR) si Nicolae Sanda (vicepresedinte al
SSMR). Prezenta si contributia d-nilor profesori s-a simtit de asemenea in structura si calitatea subiectelor
de la proba scrisa. Sa nu uitam ca toate acestea au fost plusuri, deoarece inca de la prima editie desfasurarea
concursului ,,Sperante” a beneficiat de sprijinul, atentia si monitorizarea tuturor activitatilor specifice unei
competitii de asemenea anvergura, d-nilor prof. Dan Branzei (lipsa dansului la ultimele editii fiind foarte
regretatd, sentiment care se acutizeaza pe perioada oricarui concurs de matematicd desfasurat in oricare din
judetele amintite) si a d-lui prof Cornel Berceanu iar la ultimele editii desfasurate: d-nul prof Gheorghe
Grigoras de la Universitatea ,,Al. I. Cuza” din lasi. Le-a fost alaturi si s-a implicat la fiecare editie si d-nul
profesor Artur Balduca de la Botosani si d-nul profesor Traian Duminica director al CCD Suceava.

In acest an aniversar pentru concurs, vom fi aici din nou elevi si profesori, deoarece
povestea matematicii continud, ’schimbul de idei” nu se poate incheia cat timp mai sunt idei. Vom fi aici
mai vechi participanti alaturi de altii mai noi, deoarece se stie cd suntem bine primiti datoritd implicarii
deosebite a autoritatilor locale si a citorva cetdteni reprezentativi care au reusit an de an sa asigure o buna
desfasurare a concursului. Au fost alaturi de conducerea si in special de catedra de matematica a fiecareia

dintre cele doua locatii care au alternat ca principale organizatoare: Scoala Gimnazialda ”Liviu Rebreanu”



si Colegiul Tehnic ”D. Ghika”. Au alternat doar locatiile, iar catedrele de matematica din cele doua unitati
scolare constituie un tot unitar in ceea ce priveste acest proiect.

Se va inregistra un minus la aceasta editie jubiliara: lipsa mesajelor scurte dar consistente, cu
cuvinte alese” cum doar dansul — domnul profesor Dan Brinzei, stia sa le aleagd. Dar cei care vom fi
prezenti vom zambi nostalgic cAnd memoria va derula fraze de neuitat ale d-lui Profesor si ne vom bucura
sincer pentru elevii nostri care “au Invins si continua sau au pierdut, dar continud”. Si imi voi aminti de
asemenea ceea ce a pomenit domnul Profesor in urma cu 6 - 7 ani 1n timpul acestui concurs, cid se
potriveste foarte bine refrenul unui foarte cunoscut cantec al unei artiste remarcabile, Mihaela Runceanu:

Pentru voi, muguri noi
Eu tinbalanta ocrotitor.
Si cand am flori pe ram,

Conjug ,,speranta” la viitor.

Prof. Sas Maria, Liceul Teoretic Sanitar Bistrita
Prof. Sanda Nicolae, C.N. ,,Liviu Rebreanu” Bistrita, vicepresedinte S.S.M.R.



Editial: 15-17.04.2005
ClasaaV-a
1. a) Ardtati ca: 3% +3'+324+3+...+3%:10

b) Determinati ultimele 7 cifre ale numarului:

52(311_512 -713-213-63):(33-74-210)

2. Si se arate ¢i nu existd un numir natural ,, N astfel incat: 20052°® =2008" +2006.
Balauca Artur

3. Se considerd numerele a=10x+7 si b=5x+2,unde XeN.
a) Si se arate ci (a+ b)(a—b) este multiplu de 15.
b) Aflati catul si restul Impartirii lui a la b.
Munteanu Eugen

4. Sa se scrie prin enumerare elementele mulfimii:

a=)290,11 100 177,
x 13  x 19’

apoi sa se afle elementele multimii: B = { Y, Z,t, u,v} stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:

a) ADB este o propozitie falsa

100 100 100
b) A\B={"— "= =%
112 113 114

9 Bu 100 100 100) (100 100 100
113'114'119 |113'114” 119

Clasa a Vl-a

1. Aratati ca:

*
J este patrat perfect, pentru oricare NeN .

a) A:2-(1+2+3+...+n)-(112+21.:),+...+ » (nl+1)

b) Daca X,Y,Z €N si 2x+3y—-10z=0, atunci y(>;+z) eN.

G. M. nr. 12/2003

2. Sa se determine multimea:

2X+1 7 3X+1eZ}.

3 M

M{Z/

G. M. nr. 12/2004



3. Masurile unghiurilor A, B, si C ale unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele 2, 3 si 4.

Daci (CC' este bisectoarea unghiului ACB, CE( AB), demonstrati ¢ C' apartine segmentului [AC].
G. M. Nr. 1/2004

4. Pe baza [ BC | a unui triunghi isoscel ABC se considerd punctul P si construim PQLAC,

PS_1AB, QE[ AC], SE[ AB]. Daca R este piciorul ndltimii din B in triunghiul ABC, demonstrati ca
BS
I’aportul Ri este constant.

Negrescu Alexandru

Clasa a Vll-a
1. Sa se arate cd oricum am alege 4 numere naturale existd doud dintre acestea care au suma sau
diferenta divizibila cu 5.

Gloambes Toma, Gloambes Mihai-Lucian
2. Sd se rezolve in NXN ecuatiile:
a) 23X+ y2 =4715
b) X?+y? =2005 stiind ci X este numar prim.
Balauca Artur

3. Fie ABCD un patrat, M mijlocul lui AB, N mijlocul lui AD, {P}=CNNDM si

{Q} = AP NCD . Calculati raportul 8—2 :

G.M.9/2003
4. Fie ABC un triunghi cu unghiurile B si C ascutite. Notam cu M mijlocul lui BC, cu P proiectia lui
M pe AC si cu N mijlocul lui MP.
Sa se arate ca daca AN _L BP, atunci triunghiul ABC este isoscel.
G.M.10/1991
Clasaa Vlll-a
1. Fie E(X,Y)=Xy+2z+2y+2,X,ye€R a) Determinati numerele reale x si y stiind ca
E(X,y)=-2
b) Dati cate un exemplu de perechi (X,Y) pentru care E(X,y)€Z in fiecare din cazurile:i)
X, YEZ i) X,y e Q—-Ziii) X,yeR-Q
c) Aritafi cd existd o infinitate de perechi (X, Y) cu X,y € Q—Z pentru care E(X,y)€Z

Zaharia Maria



2. Rezolvati in RxR ecuatia:
X% +5y2 +2xy+2Xx—6y+5=0

Duminica Traian
3. Determinati numerele naturale m si n pentru care are loc egalitatea:
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)=(m+1)(m+2)(m+3)

Rotaru Petru
4. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ in care notam cu Q centrul patratului BCC’B’. Notam cu P mijlocul
lui AB si cu M piciorul perpendicularei dusa din D pe CP.
Demonstrati ca QM L PC.

Craciun Gheorghe

Editia aIl-a: 28-30.04.2006
Clasa a IV-a
1. Intr-o barci pot intra: 3 copii si un cdine sau 2 copii si 8 pisici sau un copil, 5 cdini si 4 pisici.
Daca in barca sunt 2 copii, 2 caini si 4 pisici oare barca va pluti sau nu? Justificati.
Berceanu Cornel
2. La un magazin s-au adus sticle de suc: unele contin 2 litri si costd 36 lei sticla, altele contin 7 litri
si costa 72 lei sticla. Sticlele contin 204 litri si costd 2376 lei. Cate sticle de fiecare fel s-au adus la
magazin?
Branzei Dan

3. Aflati valoarea lui x din egalitatea:
{2-[325-+(456-125:x)-49|-372|-15= 637740

Popescu Gabriela

Clasa a V-a

1. a) Aratati cd numerele de forma: A=11M2 +9n+2 ~11"-gn

VneN se divide cu 10.
Gloambes Toma, Gloambes Mihai-Lucian

b) Fie multimile: A= {x|x =5n+7,ne N}, B :{y| y=2005p+3,pe N} .Cate elemente are ANB ?
2.a) Determinati X,Y,Z € N astfel incat 2° +2Y +4Y =33

b) Aflati cifrele a, b, n in baza 10 stiind ca % -n=2ab
3. Directorul unei scoli trebuie sa-si anunte elevii care sunt deja plecafi acasa cd a doua zi nu se

invata. El procedeaza astfel: intr-o prima etapa trimite cate un SMS la 3 elevi; in a doua etapa cei trei elevi



trimit fiecare cate un SMS la alti 3 elevi si aga mai departe. Aflati in cate etape sunt informati elevii stiind

ca sunt 1n total 1100 elevi iar 8 nu au telefon.

Gloambes Mihai-Lucian

Clasaa Vl-a

X+7%  y+6©

1. a) Comparati fractiile: d = X339 siD= W ,

X,yeN,

. . 3X+5
b) Aratati ca fi
) Aratati ca fractia 712

este ireductibild, unde X e N .

Gloambes Mihai-Lucian

a+2 b+3 10
8 6 c+4

3. Fie unghiul BOD de 60° cu BO=0D. Fie C si A mijloacele segmentelor OB si OD. Segmentele
AB si CD se intersecteaza in E. Sa se arate ca: a) AE=ECb) AE+EC=EB

2. Sa se determine numerele naturale a, b, ¢ pentru care:

Clasa a Vll-a

1. a) Demonstrati ci existi o infinitate de numere rationale X astfel incat Y2X—X* € Q.

o . : : .1 2 4
b) Determinati perechile (X, y) de numereintregi nenule, care verifica relatia: X +—— X_?;/ = 3
2. a) Aratati ca numerele 5* +6% si 5* +6% sunt divizibile cu 31.
b) Rezolvati in R ecuatia: XyZ+Xy+YZ+2X+X+y+2+1=0
3. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(<cA)=90°. Pe dreapta AB se ia un punct M astfel incat

triunghiul BMC sa fie isoscel cu (BM )=(CM).

2
Aritati cd AM = 1—2-( AC)
CM

BC

\Clasa a Vlll-a

1. Determinati @, b, CeR” pentru care: a2+ 2b? +3¢® +%+b—22+c—3:3 =12
1.2 3 . 2005 3
22 3 4% 7 20062 4

b) Si se determine functia liniara f:R—R si si se construiasca graficul stiind ca este

2. a) Demonstrati inegalitatea:

satisficuta relatia: 3 f (X+l)+ f (2X+l)—3f (2X—3)= 27-2x,VxeR.



3. Fie piramida triunghiulara regulata SABC. Prin muchia BC se duce un plan perpendicular pe

muchia SA. Stiind ca lungimea muchiei laterale este de 10cm, iar lungimea inaltimii piramidei este de 8cm,

sa se afle:
a) Distanta dintre doud muchii opuse.
b) Aria triunghiului de sectiune.
Editia a IlI-a: 20-22.04.2007
Clasa a IV-a

1. Aflati media aritmetica a numerelor a si b stiind cd ,,a” reprezintd treimea numarului ,,b”, care
este solutia egalitatii:

704 — 30: {54 — 45:[30 — 24: (b — 24) — 7] - 15 + 25: 25} = 701

Sa se afle cel mai mare numar natural format din trei cifre stiind ca daca Impartim a doua cifrd la a
treia, obtinem restul egal cu catul.

2.a)Daca3a + 2b + 4c = 494sib + 2c¢ = 160, calculati a si ab + 2ac

b) Intr-o luni oarecare, trei duminici cad la date numere impare.

Ce zi a saptamanii poate fi pe data de 26 a acestei luni?

3. Intr-o floririe erau 1818 garoafe, lalele si trandafiri. Daca se vand 100 din jumitatea numarului
de garoafe, 200 din jumatatea numarului de lalele si 300 din jumatatea numarului de trandafiri, raimane un
numar de flori reprezentand 3 numere consecutive.Cate flori de fiecare fel au fost la inceput?

Clasa a V-a

MATEMATICA
COMANESTI

literele distincte reprezinta cifre distincte nenule si intre literele care alcatuiesc cuvintele se afla semnul

unde

1. a) Sa se calculeze valoarea minima si valoarea maxima a raportului:

inmultit.
b) Calculati restul impartirii numarului A=3+3% +3%+...+3%9% |3 121.

Gloambes Mihai-Lucian, Rezus Octavian

Xy

2. Fie fractia T = cu X# Y #Z,nenule. Sa se determine fractiile f care dupa simplificare devin

echivalente cu ;

Gloambes Toma, Ungureanu Ovidiu

3. a) Cate numere de forma ab3 (scrise in baza 10) se Tmpart exact la 3?
G.M. 7-8/2003
b) Sa se determine toate numerele naturale nenule ,,n” pentru care:

a=1+1-2+1-2-3+...4+1-2-3-...- N este patrat perfect.

**k*k



Clasa a Vl-a
1. a) Diferenta a doua numere prime reprezinta 25% din suma lor. Care sunt numerele?
b) Sa se determine perechile de numere naturale pentru care suma dintre produsul si diferenta lor
este 2002.
G.M. 10/2003
2. S se arate cd existd o infinitate de numere intregi X, Yy nenule astfel incdt E € N, unde:

_ X+y+7
X-y+5-x+2-y+10°

Gloambes Toma, Laic Robert-Constantin

3. In triunghiul ABC, (BE este bisectoarea unghiului B, (CM) mediana iar (AD) iniltime, unde
E£(AC), M&(AB), D &(BC) astfel incat M(EBC) = 30" si BENAD={F}. Daci m(<«xDAB) si m(<«DAC)
sunt direct proportionale cu 3 si 4,5 aratati ca:

a) (AB)=(BE)

b) MF_LAB

¢) MD nu este paralela cu AC.
Gloambes Mihai-Lucian

Clasaa Vll-a
1. a)Aratati ca: \ll4+\/§+\/ﬁ+\/ﬁ <4,
b) Rezolvati ecuatia: (X2 +1Ox+34)-(y2 —6y+ 232) =2007; x,yeR.

Gloambes Mihai-Lucian, Munteanu Eugen

02006 _102005

2. a) Demonstrati ca numarul 1 se poate scrie sub forma:

X2 +y2+22+t2 +u% unde x, y,z,t,ueN.

G.M. 3/2005
b) Ardtati cd patratul sumei a doud numere consecutive se poate scrie ca o suma de doud numere
consecutive.
Gloambes Mihai-Lucian, Coman lon
3. In varfurile unghiurilor ascutite ale triunghiului dreptunghic isoscel ABC, construim unghiurile
congruente ABM si BCM cu masura de 15° si M fiind in interiorul triunghiului ABC.
Demonstrati ca triunghiurile ABM si ACM sunt isoscele.
Rotaru Petru
Clasa a Vlll-a

1. a) Fie an=n2+(n+1)2+(n+2)2+(n+3)2+(n+4)2 . Aflati neN stind ca

a, (1024,2048).



b) Aritati ¢a numarul X = 20074 +2-20062 +4-2007 —1 este patrat perfect.

Gloambes Toma, Duminica Madalina

2. a) Daca a,b,c,deIRi* si [1+1j(1+1)+ 1 + 1 6 atunci:

a? b2 \c2 d?) a®? cXd? abcd
3] = (bl =le[=[d].
Gloambes Mihai-Lucian, Sanda Nicolae

b) Determinati N € N astfel incat:
1 1 1 1 1

246 468 6810  (2n-2)-2n-(2n+2) 36

Drobota lon
3. Fie cubul  ABCDA’B’C’D’ de muchie a.
a) Calculati masura unghiului dintre dreptele A’C si BC’
b) Calculati distanta dintre dreptele A’C si BC’.
-

EditiaalIV-a: 28-30.03.2008
Clasaalll-a
1l.a)Calculati 3 xa+7xb= stiind cd:(104 x4 +83x5)—ax3=8x100+36:9
OxT7+b-5%x8)-5x5+70=175
Sisca Maria-Laura
2. Pentru realizarea unui aranjament floral, loana a folosit garoafe, trandafiri si frezii.Cate flori de
fiecare fel a folosit daca : 54 nu erau trandafiri, 36 nu erau frezii si 48 nu erau garoafe?Ce valoare are
aranjamentul stiind ca o garoafa costa 5 lei, 0 frezie 8 lei, iar un trandafir 10 lei ?
Balas Monica
3. a) Doi prieteni, Alex si Radu, au colectionat Impreuna 120 de timbre.Cate timbre a colectionat
fiecare dintre ei, dacd a treia parte din numarul timbrelor colectionate de Alex, este cu 22 mai mare decat a
treia parte din numarul timbrelor colectionate de Radu ?
Bintu Miorica

b) Rezolvati :(2x + 1) + (3x + 1) + (5x + 1) = 1203

Clasa a IV-a
1. Calculati ax100+bx5+¢x9 daca:a:a+ta:a+a=10;
7:[bx(4+8):2+b]+3=4 5+6x7-8%x(¢c—-9)-76:2=1

Binfu Miorica

10



2. Pregatindu-se pentru concursul de matematica ,,Sperante”, 4 elevi au rezolvat impreuna 48 de
probleme astfel: primul a rezolvat de 2 ori mai putine decat al doilea, acestia impreuna au rezolvat de 2 ori
mai multe decat al treilea, iar toti trei, impreund, au rezolvat de trei ori mai multe decat al patrulea.Cate
probleme a rezolvat fiecare si ce punctaj a obtinut, daca pentru fiecare problema rezolvata corect primeste
cate 7 puncte? Realizati un Clasament!

Balas Monica
3.a)Stefan ingrijeste pisici, canari si perusi. In total sunt 22 de capete si 68 de picioare.Stiind ca
numarul perusilor este cu 2 mai mic decat numarul canarilor, sa se afle de cate colivii are nevoie daca in
fiecare pune cate o pereche de pasari?
Sisca Maria - Laura
b)Daciatb=5;b+c=7
Calculati : 7a+12b+5c =

Clasaa V-a

1. Fie numerele a=2""°.3" +2"2.3" i p=22"2.3" 1 4".3"2 peN.,

i) Sa se calculeze 5b:a.

ii) Sa se determine n e N, astfel ca 5b=12a.

ii1) Dacd n este numar par, sa se arate ca a se poate scrie ca o suma de doud patrate prefecte, nenule.
PatrascuEnache

2.a) Demonstrati ci A =abc-+bca+cab nu este patrat perfect.
Gloambes Toma

b) Un numar natural da prin impartirea la 6 restul nenul r, iar patratul sau da prin impartirea la 36

restul 2r. Cat este r?

G. M. 11/ 2007
_ a-(a0c-boc)
3. Aflati numerele de forma abc, stiind cé fractia este ireductibila si nenula.
b-(21-b—63-c)
G. M. 11/ 2007
Clasaa Vl-a
1. a) Determinati numarul de elemente al multimii:
A:{M‘a—kz _ b+2 _ c+2 _ d —6}
b c d a
G. M. 5/2007

b) Demonstrati ci ecuatia: X* +y* =1983 nu are solutii in multimea numerelor intregi.
G. M. 2/2008

2. Fie mulfimea A={x  N|xse divide cu 3, x nu se divide cu 7 si x <2008} .

a) Cate elemente are multimea A?

11



b) Daca elementele multimii A sunt scrise in ordine crescatoare, care este al 289-lea element al
multimii?

Patrascu Enache

3. In triunghiul ABC neobtuzunghic se ia pe latura BC un punct mobil M intre B si C. Construim

ME L AB, EcAB si MF L AC, F € AC. Prelungim pe ME, respectiv MF cu segmentele ER si FS astfel

incat (RE)=(EM) si (SF)=(FM).
a) In ce conditii punctele R, A, S sunt coliniare?
b) Daca punctele nu sunt coliniare sa se demonstreze ca ARAS este isoscel.

c) Cate grade trebuie sa aiba <BAC pentru ca aRAS si fie echilateral?

Gloambes Toma

Clasaa VllI-a
1. a) Sa se determine X € Z astfel ca:
X(x=1)(x+1)(x+2)+3  x(x-1)(x+1)(x+2)-6
X(x=1)(x+1)(x+2)+15 x(x—-1)(x+1)(x+2)+2"

Patrascu Enache

b) Demonstrati ca numarul A=111...11555...56 este patrat perfect.
—_—

1004 cifre 1003 cifre
Gloambes Mihai-Lucian
2. a) Determinati numerele prime de forma abc cu proprietatea cd a-b-c este numar prim.
G. M. 4 /2007
b) Si se rezolve in numere intregi ecuatia x> +32=6".
G. M. 11/ 2007

3. Fie aABC si Re(AB) si T <(AC) astfel ca %+%:1. Daca BB, || AC si CC, || AB cu B,

C, €RT sa se arate ca:

4
a) \/Ssis +'\/SCCJ :\/SART ;D) Suar 2§SABC'

Patrascu Enache
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PROBLEMA FARA SPERANTE LA CONCURSUL SPERANTE
COMANESTIL BACAU, CLASA A VII-A, 29.03.2008

4. Un paianjen P descoperise o stratagema de a ademeni muste nevinovate, spre marsavul lui folos
de a le manca. Descoperise ticalosul, o placa de forma unui triunghi ABC, din sticla foarte subtire, care
stiatea undeva suspendata orizontal, prin nu stim prin ce miracol. Pardalnicul, ungea prin viclesuguri de el
stiute, fata de deasupra, cu unsori chematoare de muste, destul de cleioase si se aseza sub sticla, intr-un
punct anume, interior triunghiului, pe care il vom numi tot P. Stia vicleanul ca nu va trece mult, pand o
muscad M se va ageza deasupra sticlei. Era bine pregatit la geometrie, ca in momentul agezarii, sa purceada
spre dansa, spre cel mai scurt si rapid drum. Stia lacomul, ca daca intarzie, musca are timp sa decoleze si
asta nu-i placea deloc. Unele muste M, mai psiholoage, bagasera seama ca paianjenul se decide greu, cand
are de ales intre drumuri la fel de lungi, si se asezau, in ciuda lui, taman unde sarmanul P irosea timp, cu
alegerea variantei. Se povesteste, ca o musca H era atat de hatra, sa se aseze exact acolo unde P ar fi avut
de ales intre trei drumuri. Este de prisos sa spunem, ca in fata unei alegeri atat de complicate, P se simtea
surmenat si adormea. Acuma, pentru un competitor, care nu tine cu musca, sau cu paianjenul, se cere:

a) Sa spuna, cum determina paianjenul P un drum cat mai scurt, catre orice pozitie posibild a mustei

M.
b) Pentru fiecare pozitie a lui P, sa spuna unde se pot aseza mustele psiholoage.
¢) Sa arate, ca oriunde ar stationa P, exista un punct H, pe care se poate aseza, fard teama, musca
hatra.
Noi nu I-am uitat pe cel ce ne dadea adunarea,
regretatul prof. univ. dr. Brdnzei Dan-Petru
PATALAMA SPECIALA
Se adevereste prin prezenta hartie, la nimic trebuitoare cad numitul ... venit
nechemat de la Scoala ... din ... scapat de
sub supravegherea profesorului ............................ , a pierdut vremea prin Comanesti, in ziua de

29.03.08, ocupandu-se de felurite muste si paianjeni. Aista, s-a dovedit mai vanjos, decat altii mai bicisnici,
spre a se invrednici sa 1 se zicd Hatrul concursului. Dacd va mai veni, i se vor oferi, cu toatd ospitalitatea,
tot muste si paianjeni.

Sa-i fie de buna amintire

Judecator Medic Primar Grefier

Diploma inmdnata celor cdstigatori de regretatul profesor universitar doctor Branzei Dan-Petru.

Clasaa Vlll-a
1. Rezolvati iIn numere reale sistemul de ecuatii:

1 1

+ =2
X-y+1l x+y-1

X2:y2

G. M. 4/2007
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2. a) Rezolvati in RxR ecuatia: /Xx— 2007 +,/y+2007 —1= % .

G. M. 11/ 2007

b) Ce relatie trebuie si fie intre numerele naturale a si b pentru ca expresiile a®+4b si b*>—4a

sd fie simultan patrate perfecte?

G. M. 11/ 2007

3. Fie VABCD o piramida patrulaterd regulati, AB=a, m(<):VA,(ABC)): X, iar S un punct in

interiorul patratului ABCD.
a) Sa se arate cd SA” +SB® +SC? +SD? =2a’ +4S0?, unde ACNBD = {O} .

b) Daca A, B,, C,, D, sunt proiectiile punctului S pe muchiile VA, VB, VC, respectiv VD, si se
arate ci SA’ +SB? +SC? +SD} > 2a’ -sin’ X..

Patrascu Enache

Editiaa V-a:24-26.04.2009

Clasaalll-a

1.Un numar a are patru cifre iar suma cifrelor sale este 36. Calculati suma cifrelor numarului a + 1.

2.Irina 1i spune Mioarei:- Da — mi 2 lei ca sd am si eu cat tine!

Mioara 1i raspunde:-Da — mi tu 2 lei, sa am o suma de doud ori mai mare decat suma ce - ti rdimane
tie!Cati bani au impreunad Irina si Mioara?

3.Romanul ”Harry Potter” are sapte volume. Stiind ca fiecare volum, Incepand cu al doilea are cu
144 pagini mai putin decat dublul numarului de pagini al volumului precedent, iar al treilea volum are 176

de pagini, aflati cate pagini are intregul roman.

ClasaalV-a
1.Alina si Danut au impreuna 22 de ani. Dacd Danut ar fi de doud ori mai in varsta tot i-ar mai
trebui un an ca sa aiba de patru ori mai putin decat Alina.Aflati varstele celor doi.
2.a)Dacaa+b+c=175sia+2-c= 200, calculati produsul (2-a+b+3-c)-(c—b)
b) Fie a, b, ¢ numere naturale. Sa se arate ca a + b, a + ¢, b + ¢ nu pot fi toate trei numere impare.
3.Descoperiti regula de formare a sirului: 1, 3, 6, 10, 15, 21, ..., X.

Stiind ca x este pe locul 100, sa se afle valoarea lui X.
Clasaa V-a
1.Sa se arate cd oricum am alege sapte numere patrate perfecte, existd doud a céror diferentd se

divide cu 10.

14



2.Aratati ca fractia F = 1-2-3:..-2008+1 este ireductibila.
1.2-3-...-2009 +1

Gloambes Mihai-Lucian

3

3. a) Aratati cd fractia ————— este subunitara.
22222° -8

37ab
3ab7

b) Ce conditii indeplinesc a si b astfel incat fractia sa fie supraunitara?

Clasaa Vl-a
1.Se considera un unghi ascutit XOy si P un punct in interiorul sau. Notam cu M si N simetricele lui
P fata de Ox, respectiv Oy. Aratati ca:a) Triunghiul OMN este isoscel

b) op » MP+PN

2.Fie X,y,z e N. Aratati ca:

9(m+m) _81-(m+m) ~ 729-(2,(x)+x,(z))
0,5 - 4,5 - 40,5

SX=y=1.

3.Determinati elementele multimii:

Xx+1 y+2 z+3 t+4
x—1 y-2 z-3 t-4]|

A= {M\
Clasa a Vll-a

1.Se considera multimea A={X2+X+5,XEN} . Determinati patratele perfecte continute in
multimea A.

2. a) Care din numerele 2009, 2010 se poate scrie ca o diferentd de doud patrate de numere
naturale?b) Demonstrati ca 37" —13” este divizibil cu 3 pentru x si y numere naturale.

3.In trapezul dreptunghic ABCD (m(<tA)=m(<«D)=90") cu m(«B)=60°, segmentul determinat

de diagonale pe linia mijlocie are lungimea a. Determinati aria trapezului in functie de a.

Clasa a Vlll-a

1. a) Calculati suma: 1—1 + 2—1 + 3—l +..+ n—l
4 4 4 4

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

P14 =2+ % =3+..+x,—n +@=xl+xz+x3+...+xn.
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2.Fie prisma triunghiularad dreapta ABCA'B'C" cu bazele triunghiuri echilaterale. Daca AB = 12 cm,
AA'=6+/6 cm si {O} =BC'"BC calculati:a) masura unghiului dintre AO si A'B’

b) tangenta unghiului dintre AO si (BCB")

¢) méasura unghiului dintre (ABC") si (ACB’)

3.Fie x,y,z €(0,1). Demonstrati cd:a) Xy +1> X+ Yyb) xyz+2>x+y+z
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Editiaa VI-a: 23-25.04.2010

Clasaalll-a

Operatii succesive

Sasecalculeze: (6 - 8— 5-9) - 10 + 27: (153 — 15 - 10)

Sa se afle x din egalitatea: (x- 6 — 37) - 7— 3 = 32
Borcanul risturnat. Intr-un borcan de compot erau 10 ciresesi 12 visine. Ionut a varsat borcanul pierzand
douaciresesi jumatate din visine. Mancand fructele ramase a pus samburii pe o farfurie. Catisamburi au
ajuns in farfurie?

Piramida ZOO. Un purcelus Sta cu cate un piciorus pe cate 0 gaind, 0 gasca, un iepurassi

un catel. Cate picioare sunt pe pamant?

IS0 7 < ,\":”:

g
<4

Un soricel s-a urcat pe o gasca, gasca s-a urcat pe un catel, catelul s-a urcat pe 0~z R

vulpe, vulpea s-a urcat pe o capra, capra s-a urcat pe un urs, ursul s-a urcat pe un elefant. Cate picioare nu

ating pamantul?

ClasaalV-a

Operatii ordonate

Sa se calculeze: 1000 —[4928: 7—16-(3 + 2:5)]-2

S se afle x din egalitatea: 2 + 10 - {[7 - (15 — 2-x) — 16] - 5 — 3} = 222

Raport de varste. Tatalsi fiul au impreuna 55 de ani. Cand fiul avea 8 ani, tatal avea 33 de ani.
Peste cati ani varstatatalui va fi de doua ori mai mare decatvarsta fiului?Cine sunt?Pentru un numar de
copii, numele de botez sunt Andrei, Barbu, Corina si Dinu. Numele lor de familie sunt Adam, Brad,
Cosma. Numele mamicilor lor sunt Ana si Brandusa. Indicati 0 situatie cu un numar minim de copii si de

mame.

Clasaa V-a

1. a) Diferenta de patrate. Aratati ca numaruln=444...44-888.--88 este patratul unui numar

2n cifre n cifre
natural.
b) Diferentid de patrate. Aratati cd numarul 7% poate fi scris ca diferenta a doua patrate
perfecte.
2. (Co)incidente

a) Aflati numerele naturale nenule a caror diferenta este egala cu catul lor.
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b) Bunicul si cei patru nepoti ai sai au varstele, In ani, exprimate prin numerele naturale nenule.
Daca notam cu V varsta bunicului, iar cu a,b,c,d varstele celor patru nepoti, stiind ca: v=a-b-c-d,
v<b64sia<b<c<dcub—-azc—-b=d-c=b-—a, aflati varsta bunicului si varstele celor patru nepoti.

3. Tir matematic. La tragerea intr-o tinta se acorda 10 puncte pentru o lovitura in primul cerc (cel
din centru), 6 puncte pentru o lovitura in al doilea cerc si 2 puncte pentru o lovitura in al treilea cerc. Elevii
clasei a V-a cu un efectiv de 18 elevi, tragand fiecare cate 10 lovituri, obtin 40 de lovituri in cercul al
doilea, 40 de lovituri sunt ratate iar celelalte nimeresc in primul cerc si al treilea cerc. Daca intreaga clasa a

obtinut 920 de puncte, sa se afle cate lovituri au fost in primul cerc si cate in al treilea cerc.

Clasaa Vl-a

1. Numaratoarea fara bile. a) Fic multimea A= {3,7,11,15,...}, cu elemente 1n ordine crescatoare si

cardA=100.1) Este 231 element al multimii A? Justificati.

i) Aflati cel mai mare element al mulfimii A.

b) Intr-un tabel dreptunghiular sunt scrise primele numere naturale nenule, in ordine crescatoare, in
randuri egale de la stanga la dreapta. Stiind ca pe randul din mijloc se afla numarul 100 iar in dreptul

acestui numar, pe ultimul rand se afla numarul 193, sa se afla cate numere se afla in tabel.

2.Contati pe un zece la bazi! Si se determine numerele naturale de patru cifre, de forma abcd
stiind ca impartite la bcd dau catul 6 si restul acd .

3.Vrem unghiul!n interiorul unui unghi obtuz <tAOD se considera semidreptele oarecare (OBsi
(OC astfel ca (OA L (OC. Stiind cd misura unghiului format de bisectoarele (OM si (ON ale unghiurilor

<XAOB, respectiv, <COD este egald cu 68°, aflati masura unghiului «xBOD .

Clasaa Vll-a

1. Irationalul matematic. a) Daca a,b sunt numere naturale mai mari decat 2 si a—b =6, aratati ca
numarul v/ab este irational.

b) Aflati doua! Determinati numerele rationale X si Y stiind ca:

4x* +y? +65<28|x|+8]y|

2. Aflati rational si irationalla) Rezolvati in Z ecuatia i + i = l .
2x 3y 4
N o ai+Tp’
b) Stiind ca % = 24/2 —1, calculati valoarea raportului I = PYYE

3. Ce unghi face?in triunghiul isoscel ABC cu m(<«BAC)=100", pe latura (BC) se considerd

punctul D astfel incat (BD)E(AC).Dacé m(<):ABE)=30°, unde E e(AC), aflati masura unghiului
<CDE.
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Clasaa Vlll-a

1. a) Dubli determinare. Sa se determine numerele reale X,y stiind ca:
Xyt X+ Y +2=6xy.
b) Revopsire. Aratati ca pentru orice X € R, x>0, avem:

1000
2001 1 S 6-X
w2008 =1 202 _p 100l g

2. Ci cine este N? Si se determine numarul intreg n stiind ca\'n* +n*+n+1leZ
3. Veniti cu noi in cub! Fie cubul ABCDA’B’C’D’ cu muchia AB=10 cm. Consideram punctele O
si O’ centrele fetelor ABCD si, respectiv, 4’B’C’D’ ale cubului, iar punctul P este intersectia cercului

circumscris triunghiului CC’O’ cu segmentul (AC'), diagonala cubului.
a) Aratati ca planele (ABD') si (CDA') sunt perpendiculare.

b) Aratati ca dreapta AC’ este perpendiculara pe planul (PBD) si aflati lungimea segmentului [AP].

Toate subiectele editiei din anul 2010 au fost selectate de prof. univ. dr. Branzei Dan-Petru.

Editia a VII-a: 29-30.04.2011

Clasaalll-a
1. a) Calculati:4xa—b: 3+ 5xc,stiind ca:
a=(6+3:3-5):2b=10-3:[5-4:(8-6:1)] c=[(7+9):4-3]x(8-2x4)
Descoperiti cel mai mare numar de 7 cifre cu suma cifrelor 24.
2. Intr-o livada sunt 1256 meri, peri, nuci. Numirul perilor se cuprinde in numarul merilor de 3 ori
si rdmane rest 24, iar in numarul nucilor se cuprinde de 2 ori i raméane rest 8.
Cati pomi sunt de fiecare fel?
3. Fie sirul numeric: 2, 7, 12, ...
a) Aflati numarul de pe locul 50.
b) Verificati dacd numarul 101 face parte din sir.
ClasaalV-a
1. a) Calculati a - b, stiind ca:a+2b+3c =307sia+c =121
b) Aflati termenul necunoscut:2 +2x {2+2x[2+2x(2-2:m)]} =22
2. a) Gasiti un numar format numai din cifrele 1 si 0 astfel incat, impartit la numarul 123 456 789 sa
dea catul un numar natural si restul 0.
b) Din care numar trebuie scazut de 8 ori cate 8 pentru a obtine un numar cu 8 mai mare decat 8?

.....

varsta tatdlui va fi egald cu suma varstelor copiilor séi la acel moment?
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Clasaa V-a

1. Se considera multimea M ={X4|X€{0,1,2,...,10}}. Determinati numarul minim de elemente

care trebuie alese arbitrar din mulfimea M, pentru a fi siguri ca exista doua elemente alese avand
diferenta divizibila cu 10.
Gazeta Matematica, 2011

2. Sa se afle ultima cifrd a numarului
N = (3+6+7+8)+(32 +6%+7? +82)+...+(32°11 +67M 4 7 +82°11),

Gloambes Mihai-Lucian
3. Determinati numerele naturale de forma abc divizibile cu 4 stiind ci numarul

n=29. (a +b% + c“) este patrat perfect mai mic decat 10000.

Balauca Artur

4. a) Cate numere de 2011 cifre au produsul cifrelor egal cu 6?
b) Dacd numarul 2°" are a cifre si 5°* are b cifre, aflati a+b.
Gloambes Toma
Clasaa VI-a

1. a) Aratati ca numarul N =5656...56 nu este patrat perfect.
22 cifre

Gazeta Matematica, 2010
b) Stiind ca x_y + y_x =55 gasiti numarul natural n din egalitatea

1+2+3+...+n+x_y=506.
Gloambes Mihai-Lucian

2. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia:
1-2-3-...-Xx+505=y?.

3. Fie multimea A= {1;2;3,4;5,6;7;8;9,10;11;12;13,14,15}.

a) Care este cel mai mic numar de elemente ce le putem elimina din multimea A astfel incat cu
elementele ramase sa formam doua multimi B si C care sd aibd acelasi numar de elemente (card
B=card C) iar produsul elementelor multimii B sa fie egal cu produsul elementelor multimii C.

b) Aratati ca existd cel putin zece perechi distincte de mulfimi B si C cu proprietatea de la
punctul a);

4. Fie triunghiul ABC si semidreapta [BM , (M e AC) bisectoarea unghiului <ABC . Se
prelungesc laturile [AB] si [BC] cu segmentele [AP] si, respectiv, [CQ] astfel incat
[AP]=[MC] si [AM ]|=[CQ], unde A<c[BP],iar C €[BQ].

Daci [BP]=[BQ] si punctul N este mijlocul segmentului [PQ], aritati ca:
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a) Dreptele BM si AC sunt perpendiculare.
b) Punctele B,M,N sunt coliniare.
c) Dreptele AC si PQ sunt paralele.

Balauca Artur

Clasaa Vll-a

1. Sa se afle numerele naturale Xy scrise in baza 10, stiind ca:

Xy —2X° +y+2xy —4x—66=0

Pica Zamfir

2" 3" 1+2"+3" 3

+ + >
1+2")* @+2"+3")° 2"+3" 2

2. Aflati numarul natural n stiind ca:

Balauca Artur
3. Se considera triunghiul isoscel ABC cu m(<«BAC)=100". Bisectoarea unghiului <ABC
intersecteaza latura AC in punctul D. Aratati ca BC = AD +BD.

Gazeta Matematica, 12/2010

4. Se da triunghiulABC cu m(<A)=36" si m(«B)=18"Aritati ca L=~ ~& _ AB
AC BC BC

Rotaru Petru,Gloambes Toma

Clasaa VIll-a
1. Triunghiul ABC cu m(<cA)=90" si m(«C)=60" are latura AC inclusi in planul « , iar

BZ£a Daci AD 1 BC (D e(BC)) si semidreapta (CE , E < (AB) este bisectoarea unghiului
XACB, determinati pozitia dreptei DE fata de planul « .
(Gazeta Matematica, 11/2010, enunt modificat )
2. Fie numerele reale x,y,zsunt din intervalul [0,1].
Demonstrati ca: a) Xy +1>X+Vy;b) X+y+z<xy+xz+yz+1.
Gloambes Mihai-Lucian

3. Rezolvati in multimea numerelor naturale prime ecuatia X° +Yy> +2-2 =2 +2X+2Y .
Balauca Artur
4. Fie cuburile ABCDA’B’C’D’ si C”D’A”EFD ”MN, unde punctele 4”7, C” si D” sunt simetricele
fata de punctul D’ al punctelor 4°, C’ si, respectiv, D.
Aratati ca:
a) Punctele 1,0,G si H sunt coliniare, unde | este centrul cercului inscris triunghiului AB'C,
O este centrul cercului circumscris triunghiului 4°C’°D, G este centrul de greutate al

triunghiului 4”C”D " iar H este ortocentrul triunghiului EFM.
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b) (HG)=(OlI).

Vacarasu Vasile

Editia a VIII-a: 27-29.04.2012
Clasaa lll-a
1. Stiind ca:
a=10+250:10+36:(54:3+0:16) x 17-18 x 0,
b=33-3x[3+3x(3-3:3)]+3x0,
c={68-24:[4-3 x (6-18:3)] x 8}:5,
calculati suma dintre primul numar, dublul celui de-al doilea si triplul celui de-al treilea.

2. Sa se scrie toate numerele cuprinse intre 675 si 850 cu suma cifrelor mai mica sau egala cu 10.

3. a) Aflati valoarea lui m stiind ca:50 — 48 : 48 —47 : 47— ...—m:m = 32.

b) Determinati numarul abcd , astfel incat: abcd + bed + 2 xd = 2012.

Clasa a IV-a
1. a) Sa se determine m din egalitatea:{180 — [(2-m—8) : 3—-5]: 3+ 12} :9+ 12 =25,
b) Determinati numerele naturale X, Y, z stiind ca: 17 - X+ (2 - x+5-2) -y =35.
2. Impartiti numarul 96 in patru parti astfel incat, daca la prima parte addugam 3, din a doua scidem

3, a treia o inmultim cu 3, iar a patra o Tmpartim la 3, toate rezultatele sunt egale.

3. a) Determinati numarul abca, daca cacb + adb + daa + ab =2222.
b) Stiind ¢a Xy + YX = 187, gasiti numérul natural n, din egalitatea:

Xy - YX + n=10734.

Clasa a V-a
1. a) Comparati numerele:A =2° 21 22.23. . 2%. 26 sj B = 3%%02_ 3301 1 97 . 910

Gloambes Mihai-Lucian
b)Determinati cifrele a si b, stiind ca: ab3 = 3¢+b-1
Gazeta Matematica
2. Aritati ci nu existd numere naturale X si y pentru care x> — 5y? = 2012,
Gazeta Matematica

Sa se arate ca numarul

13 1313 131313 1313...13
A e — — — cee 3 .
23 + 2323 + 232323 + + 2323..23 este patrat perfeCt
—————
598 decifre

Gloambes Mihai-Lucian, Sas Maria
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3. Sa se rezolve in mulfimea numerelor naturale ecuatia:x” + y = 128.

Balauca Artur

ClasaaVl-a
1. Aratati ci ecuatia x? + 503 - y = 2012 are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi.
Gloambes Mihai-Lucian

X Yy .Yy .z
1,2 LG 23 18

Fie proportiile: Sa se afle numerele rationale X, Yy, z stiind ca

XL Y7
—+1+2=34

NN

Sanda Nicolae
2. Aflati numerele naturale patrate perfecte de forma abc scrise in baza 10 stiind ca sunt
indeplinite simultan conditiile:

)] a<b<c;

ii) numirul n=5"|a,b(c) +a,c(b) + b,alc) +b,c(a) + c,a(b) + c,b(a)] este
patratul unui numar rational.
Balauca Artur
3. Fie triunghiul ABC cu AB # AC si I punctul de intersectie al bisectoarelor. Prin I construim
PQIIBC, Pe(AB), Q €(AC) si MN cu Me(AB) si NE(AC) astfel incat xMNA = <ABC.
Aritati ca: a) (AP)=(AN)  b)AAMN= AAQP c)APMN= ANQP.

Gazeta Matematica

Clasaa Vll-a
1. a)Dacaa,b,ceQsia-b+b-c+c-a= 2012 aratati ca:

A =./(2012 + a?) - (2012 + b2) - (2012 + c?2) este numar rational.
Rotaru Petru
b)Determinati cifrele a si b din baza 10 astfel incat. 0, a(b) :%
Gazeta Matematica
2. Sa se compare numerele rationale a si b, unde:

1 . 1 2 3 2011
—— sib=1+>+=+ "+ ——=
2012 2 3 4 2012

Sa se arate cd a < b.

Gloambes Mihai-Lucian
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Se dau multimile A= {X € Zl[xlx—l] = XT_:L} siB= {y € Z|[«fy - 2} = 3)/7_7} , unde [a]reprezintad

partea intreagd a numarului real a. Sa se determine A U B si AN B.
Balauca Aida — Elena
3. Fie trapezul isoscel ABCD cu AB || CD si CD < AB . Pe laturile [AD],[BC] si [CD] ale

trapezului se considerda punctele M, N si respectiv P astfel incat: <DMP = «<NPC si CD =

(x+ y)2
a.Ariatati ca xy < Y oricare ar fi x,y € R.

Aflati pozitia punctului P pe baza [CD] a trapezului stiind ¢d 4 - MD - CN = a?.
Daca (MP este bisectoarea *DMN, aratati ca QP L AB, unde{Q} = AD n BC.

Balauca Artur

Clasaa Vlll-a
1. a)Fie A=v/8 + 2v15 — /8 — 2v/15 — (V12 + 1). Calculati 42012,

Gloambes Mihai-Lucian
b)Sa se rezolve in N ecuatia: 120xy ) = t?—1,p>2; px,y,t EN.

Laic Robert Constantin

. a b 1 .
ia > > 0 s3 5 — < 5 ?
2. a)Dacaa = 0sib > 0 sa se arate ca: — t PRI t— = 1. Cand avem egalitate?

Balauca Artur

b)Determinati a, b € R astfel incat 3va+ b +2Vv8 —a+ V6 — b = 14,
Sas Maria
3. Fiecubul ABCDA'B'C'D'si M, N, P sunt proiectiile varfului Ape
dreptele A’B,A'C, A'D.
Aratatica AC L (MNP) si punctele M, N, P, A sunt coplanare.
Calculati sinusul unghiului format de planele (ABC) si (MNP).

Gloambes Toma
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EditiaaIX-a:10-12.05.2013
CLASA a lll — a: faza judeteana

1.1. Aratati ca a este sfertul lui t, daca:
[36:(24-a)+29] :5=71iart=[(921-639):6-39]x9
ii. Gasiti numerele naturale X, Y si Z, stiind ca
X+2)x(Y+1)x(Z+3)=15
Sisca Maria Laura
2.i. Adunand un numar de doua cifre nenule, cu rasturnatul sau, obtinem un numar de doua cifre
egale. Care este cel mai mare numar cu aceasta proprietate? Dar cel mai mic?
i1. Marind un numar cu 274 obtinem triplul sau. Care este numarul?
GM
3. loana, Mara si Alexandru au impreuna 27 de mere. Aflati cate mere are fiecare dintre ei, stiind
ca Mara are de patru ori mai multe mere decat loana, iar Alexandru are mai multe mere decat loana i mai
putine decat Mara.

GM

CLASA a lll — a: faza interjudeteana
l.a) Sedau:a=8x9-7x8-64:8 sib=96:8+3 x4-5x3

Aflati diferenta dintre triplul lui a si dublul lui b.

b) Aflati-1 pe m din relatia: {[25: (3 x m—4) +40] : 15+ 3}-5=1

2. 1n ograda sa, Lucian / Are oi, giini si-un motan. A
Lucian a numarat / Si iata ce a constatat:
7 a
Picioare sunt 72, / Capete, doar 29.
Incercati voi si aflati,insa nu prin numarare, 15
A ?
Cate sunt de fiecare? 7 | 2
B

3. Din patratul de mai sus au fost sterse cateva numere. Stiind cd numerele, scrise la inceput in
tabel, adunate pe orizontald sau pe verticala dau aceeasi suma ca numerele de pe diagonala AB, sd se afle

numarul a.
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ClasaalV-a

1. a) Calculeaza respectand ordinea operatiilor:

2 x {705 - [(56: 7 x 43) + (200 — 5 x 33)] + 785} — 209 = 2013

b) Aflati valoarea lui a:
43-{6+[12 x (7—-2 x a)+36]:8} =31

2. Suma a 5 numere este 100. Daca maresc primul numar cu 2, pe al doilea il micsorez cu 3, pe al
treilea 1l maresc de 4 ori, pe al patrulea il micsorez de 5 ori obtin de fiecare data, al cincilea numar.Aflati

numerele!

3. Gasiti numarul abc, astfel incat: 2bc + a3c + ab5 = 2013.

Clasa a V-a

1. i. Determinati numerele prime a, b si c astfel incat 61 a’+122b - 2¢ = 2013
GM
ii. Sisearate cda A = 10" T +2ge poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte, oricare ar fi

Nnumar natural.

*kk
2. 1. Determinati multimea
M ={ abc/ a-bcsib-acsuntnumere consecutive}
GM
ii. Comparati fractiile:
_ x+343%71 . y4625503
x+ 2401503 * y+216671

Gloambes Mihai-Lucian

3. Determinati numerele abcstiindcacifrele sale suntnumere prime si

3a+2b _ 3b+c _ a+4c
6 7 11

GM

Clasa a Vl-a

1. Determinati numerele intregi X, y, z stiind ci x% + y? + z% = 2013 si

* - Y - 2 GM
x+43 y+10 z+8

2. i. Numerelenaturaledistincte a, b verifica relatia 9-/a;b] = a'b-(a;b). Aratati ca a si b nu sunt

prime intre ele.

GM

ii. Daca numarulabc se divide cu 37, atuncisibca se divide cu 37.

GM
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3. 1. Fie triunghiul isoscel ABC, (AB = AC), M mijlocul lui [BC] si O un punct pe [AM]. Daca E
este simetricul lui O fatd de AB si F este simetricul lui O fata de AC, aratati ca triunghiul MEF

este isoscel si AM LEF
GM
ii. Fie patratul ABCD. Impartitiinteriorulluiin n patrate cu interioareledisjuncteastfelincat n €
{6, 7, 8, 2013}
Rotaru Petru
Clasa a Vll-a

1. i. Se daunumerelenaturaleconsecutive m, n, p.
Demonstraticanesteegal cu media aritmetica a numerelormsip.
Demonstratici n? —mp = 1.
ii. Se daunumerele natural x < y < z care au proprietatile:
a) Y este egal cu media aritmetica a numerelor X iz
b) y? —xz=1
Demonstrati ca cele trei numere X, Yy si Z sunt consecutive.
Rotaru Petru
2.i. Gasiti cel putin doud solutii naturale ale ecuatiei x% + 2013% = y?
Popa Florin
ii. Calculati partea intreagd a numarului
g,
2V1 3V2 43 2013v2012

2. i. Se considera patratul ABCD si punctele E,F care determina pe [CD] segmentele
[DE]=[EF]=[FC]. Fie {G} = AE N BC si H mijlocul lui AG.

Sa se arateca DH = ATC

*k*

ii. Fie triunghiulechilateral ABC. Impartiti interiorul lui in n triunghiuri echilaterale cu
interioarele disjuncte astfel incat ne {7, 8, 10, 2013}
Rotaru Petru
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Clasa a Vlll-a

1. i. Sase arate ca daca a, b, cE R},

atunci avem (a + b)v/c + (b + c)Va + (c + a)Vb > 6vabc

**k*k
.. o " A A 2 2 .6x+7y
ii. Daca X, y € R*, astfel incat 9x“ + 13xy + 4y“ =0, atunum eq
Popa Florin
2. i.Fiea= v28—-+72+ V80 ;b= —V63 + V162 —+/180si
_V3-1 | 5—V3 | NTVE | VIVT
=5 + N + NeS + N Aratati ca atb+ce N
*kx
ii. Determinati numerele reale X, Y, Z pentru care
x+y+z+1
Vx—2010 4 /y +2012+ Vz—4 = +
GM

a) In prisma hexagonali regulati ABCDEFA’B’C’D’E’F’, cu muchiabazei de lungime+/30cm,
fetele laterale sunt patrate. a)Demonstrati cd BE’ 1B’C
b) Determinati distanta d(BE’ ; B’C)
GM

Editia a X-a:25-27.04.2014
Clasa a lll-a
1. a) Calculati: [(806:2+ 504 :9)—-(300:6+790:10)]x3:5
b) Aflati rezultatul calculului: n x n:n+nx0-nx1+n:nunde n este un numar natural diferit
de zero. G. M.

2. Determinati literele M, A, T, E, I, C care reprezinta cifre distincte astfel incat adunarea sa fie

corecta.
M A T E M A T [ C A +
T E M A T | C A +
M A T | C A +
T [ C A +
C A
M A 9 M T 7 | 0 M

Gloambes Toma

3. a)Suma a patru numere este 748. Primul si al doilea, respectiv al treilea si al patrulea sunt
numere consecutive, iar diferenta dintre al doilea si al treilea este 100.Aflati cele patru numere.

Sisca Laura
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b) Daca ar exista monede de 3 lei si de 5 lei am putea plati suma de 100 lei cu exact 28 de monede?

Dar cu 29 de monede?Justificati raspunsul!

G. M.
ClasaalV-a
1. a) Aflati numerele naturale a, b, ¢ stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
201la+b+c=2016;a+ 2011b +c=4026; a + b + 2011c = 6036.
G. M.

b) Fie sirul de numere: A+ 7, A+8, A+9, ... in care suma primilor 5 termeni este 495.
Aflati primii 5 termeni ai sirului si calculati suma primilor 19 termeni.
Gloambes Toma
2. a) Aflati cifrele a si b stiind ca: abOb + a0b + ba + 2-b + a = 2014.
b) La un concurs de alergare au participat 235 elevi. Vasilica a fost intrebat pe ce loc s-a clasat si a
raspuns: “Numadrul sportivilor din fata mea reprezintd o optime din numarul celor clasati dupa mine”. Pe ce
loc s-a clasat Vasilica?

Sisca Laura

3. a) Daca a + b este cel mai mic numar de 4 cifre distincte, iar ¢ este cel mai mare numar impar de
doua cifre distincte, calculati: 3a + 3b — 7c.

b) Cate numere naturale de cinci cifre dau restul 13 la Impartirea cu 2014?

*k*k

Clasa a V-a
1. a) Daca numerele X si y sunt naturale si 4x + 7y = 2013, ardtati ca: 287 <x + y< 504.
G. M.
b) Comparati numerele: 343°7! si 161907,
Gloambes Mihai- Lucian
2. a) Suma a trei numere naturale este 2014. Demonstrati ca cel putin unul dintre ele este mai mare

sau egal cu 672.

*kk

38n+5

b) Demonstrati ca fractia este ireductibila.
’ ’ 53n+7

Gloambes Lucian
3. a) Se considera numerele de forma abcd scrise in baza 10 care indeplinesc simultan conditiile:
Na#b#c#d iija+b+2c=d iii) ab — cd = 6.
Si se arate cd suma tuturor numerelor abcd este divizibila cu 331.

b) Se dau numerele naturale nenule a, csir,unde re {1,2,3,...,a—1}.

. . a 1 a-r
1) Demonstrati ca: =—- (1 + ) :
> ac+r c+1 ac+r
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014 9 9 e N
ca o suma de doua fractii diferite cu numaratorii 1.

i1) Scrieti numarul 214
? 6041
Rotaru Petru, Gloambes Mihai-Lucian

Clasa a Vl-a
1. a) Rezolvati ecuatia:
x+3 x+7 x+13 x+21 x+31 x+43 x+57 x+73 x+91
S T3ttt 7 8 9+10_45'
Gloambes Lucian

b) Fie a si b doua numere intregi. Daca unul dintre numerele 3a + 11b sau 6a — 2b se divide cu 9,

ardtati ca produsul celor doud numere se divide cu 162.
G. M.

2. a) Sa se arate ca daca a, b, ¢, d sunt numere prime si distincte, atunci:

abc + abd + acd + bcd + 1767 < 10abcd.
Gloambes Lucian

b) Se dau numerele naturale nenule a, c si runde re {1,2,3,...,a—-1}

. .. a 1 a-r
1) Demonstrati ca: =—- ( ) :
’ ac+r c+1 ac+r
4 - 5 o e e e
ca o suma de doua fractii diferite cu numaratorii 1.

.. . )
11) Scrieti numarul 5055
Rotaru Petru, Gloambes Lucian

3. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si [BD, [CE bisectoarele unghiurilor B si C (D€AC,

Ec€AB). Se noteaza cu | intersectia dreptelor BD si CE si cu F respectiv G picioarele perpendicularelor duse

din D respective E pe dreapta BC.

Si se determine masura FIG.
G. M.
Clasaa Vll-a
1. a) Presupunénd ca p este numar prim, sd se rezolve In numere naturale ecuatia
24p +1 = k2.
*k*k

b) Se dau numerele naturale nenule m, n si g unde ge {1, 2,3, ...,m-1}

. . 1 -

i) Demonstrati ca: —— =—-( T )

’ mn+q n+l mmn+gq
. - .. 1151 9 e N
11) Scrieti numarul So1z 30 suma de fractii diferite cu numaratorii 1.
Rotaru Petru, Gloambes Mihai-Lucian

2. Determinati numerele naturale a, b si numarul natural prim p stiind ca

a’+ a=p¥ + 2.
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b) Pentru a, b, ¢, deR, demonstrati inegalitatea:

%+ #+ %+ %2ab+bc+cd+ad.

3. Fie ABCD un trapez dreptunghic (m(%A) = m(«D) =90°) cu AB # CD si avand diagonalele

perpendiculare.
a) Si se arate ca AB? + CD? = AD? + BC?.
b) Dovediti inegalitatea: AB + CD> 2AD.

.
Clasaa Vlll-a
1. a) Determinati perechile de numere intregi (a, b) care verifica relatia:
a’b? — 11a® — 11b* = 1893.
G. M.

b) Sa se determine distanta de la punctul O(0,0) la reprezentarea geometrica a graficului functiei

liniare cu coeficienti intregi f: R—R, care indeplineste conditia:

f(x — 2) -f(x + 2) = x2 — 2x — 3 pentru orice x€R.

G. M.
2. a) Sa se gaseascd un numdr intreg pozitiv X astfel Tncat 2x + 1 s fie patrat perfect iar intre
numerele 2x + 2, 2x + 3, ..., 3X + 2 sd nu existe patrate perfecte.

Gologan Radu-Nicolae

b) Se dau numerele naturale nenule m, n si q unde ge {1, 2, 3, ...,m—1}.

. . m 1 m—
1) Demonstrati ca: =—- (1 + 4 ) .
> mn+q n+1 mn+q

i1) Scrieti numarul % ca o suma de fractii diferite cu numaratorii 1.
Rotaru Petru, Gloambes Mihai-Lucian
3. Fie a, b, ¢, d dimensiunile, respectiv lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic. Se stie
cala—b|=|c—d|=1sicalungimea celei mai scurte muchii a paralelipipedului este un numar natural.
Calculati:
a) Volumul V al paralelipipedului in cazul in care |V — 2014| este minim.

b) Lungimea diagonalei paralelipipedului.

*k*k
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SOLUTII

Editial: 2005

Clasa a V-a

L a) S=(143+3+3)+(3'+ 3 +3+3")+..+(3* +37 +3% +3%)=

(l+3+32+33)+...+396(1+3+32+33):4O(l+34+...+396)§10
b) B=3.52.7°.2%.6° =3.79.5%.2° = 9000000

2. u(2005*) =5 dar u(2008" +2006) 5.

3. a) (a+b)(a—b)=(10x+7+5x+2)(10x+7—-5x—2)=
— (15x +9)(5x+5) =15(5x+3)(x+1) 15

b) 10x+7 =2(5x+2)+3.

4 _{@ 100 @} 1 _{100 100 100 100}
' 112'113' 114 ° 115°116 117 118

Clasa a Vl-a

n(n+1
1.a)1+2+3+..+n= ( )i+ 1 !

1 n A p?

+...+ =1- = =
2 1.2 2.3 n-(n+1) n+l n+1

_10z-2x _ (92-3%x)+(z+X)
3 3

2Xx+1 3x+1-x 1-x 3x+1 4x+1-X
= =X+ =x-1=M,- = =
3 3 3 4 4

b) x

=Vy:2,y

_ 3y+10z
2

2.
1-x
X+T:>X—1:|\/|4-X—l=|\/|12:>X:|\/|12+1

=20° = A=40°, B=60°, C =80°

C A+B+C 180°
4 9

A=C'CA=4C'AC isoscel = (C'A)=(C'C)
4. Construim PP'|| AC, P'e BR. PP'=RQsi PP' L BR

~PP'R=aRQP(1U.)= PP'=RQ, aBPP'=PBS (1U.)= PP'=BS
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Clasaa Vll-a
1. x> =5k+r,VxeNsire {0,1, 4} . Conform principiului lui Dirichlet cel putin douad dintre oricare
patru patrate dau acelasi rest. S‘a2 b= 5|(a +b)(a-b);

5prim = 5[a+b sau = 5|a—h.

2. a) 23y,y<68=ye(0,23,46)=(xy)e{(205,0),(162,23),(11343)}
b) xe{2,3} nuconvine. 4|y si 9y’ :>36‘y2 =
— v e{36-12,36-22,36-3%,36-42,36-52,36-62,36- 7"} = x = 41, y =18

3. Aplicam T. Lui Menelaus in ACDN cu
A_p_Q;QD. PC AN 1= @zz.ﬂ
QC PN AD QC PC
AADM =aCDN => «DNC = «DMA = «MDC(a.i) = m(«DPC) = 90°
PN 1 QD

ACDN —€ s DC? =PC-CN, DN?=PN-CN = — ==, Deci —=2-1=1.
PC 4 QC 4 2

4, Fie Q mijlocul Iui PC. MQ linie mijlocie in aAPBC = MQ || BP = MQ L AN . NQ linie mijlocie in
APMC , N ortocentrul AAMQ = NQ L AM . BC L AM =aABC isoscel.

Clasaa Vlll-a

1. E(x,y)=(x+2)(y+2)-2a) E(x,y)=—2=>x=-2,yeR sau y=-2,xeR

a)
1 8

C) X==si y=2n——,neN.

) 5 5y e

1= =2
2. (x+y+1)2+4(y—1)2=0:>{x+y+ O:»{X

y-1=0 y=1
3. Grupand céte doi factori, ecuatia se scrie:
(n®+7n+6)- (n*+7n+10)(n* + 7n+12) = (m+1)(m+2)(m+3)

Fie p=n"+7+5neN, p>5=(p+1)(p+5)(p+7)=(m+1)(m+2)(m+3)(1)
Daca m>p+4=m+1>p+5m+2>p+6,m+3=>p+7=

Ecuatia (1) nu are solutii.

Analog m< p = ecuatia (1) nu are solutii.

Pentru m=p+1 ecuatia (1) nu are solutii.

Pentru m=p+2 =p=5, n=0 si m=7.

Pentru m=p+3 ecuatia (1) nu are solutii.

4, Fie DM NBC ={Q'}. Se aratd ca Q’ este mijlocul lui BC. QQ'L(ABC),QM LPC.
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Editiaall-a: 2006

ClasaaV-a

1.a) A=11"(11°" —1)+9"(9° 1) =11"-120+9" -80 =10-(11"-12+9" -8)

b) u(x)e{2,7};u(y)e{38} = AnNB=0.

28) 4 <33=2e{0,1,2}; z=0=>(xy)<e{(4,4)}, z=1imposibil,z=2=(xy)e{(14),(4.1)}.
b) ab-n=200+ab=>ab(n—1)=200, n-limpar=(ab,c)e{(505).(259)}.

3. Fie n=numdarul de pagi. 3+3 +3*+..+3' =1100-8=3"" =2187 3" =3,

Clasa a Vl-a
40 100
1 a) 740<380 X+7 <16100 3150:>y+—50>1:>a<b'
X + 3% y+3'
d|7x+12] d|21x+36
:>d|1.
d|3x+5 d|21x+35

2. (b+3)(c+4)=60=>c+4|60,(a+2)(c+4)=80=>c+4[20
Deci ¢ +4/(60,80) =c+4|20 =c+4 €{1,2,4,5,10,20} =
=c<{0,1,6,16} = (a,b,c) ={(18,12,0),(14,9,1),(6,3,6),(2,0,16)}
3. a) aOBD isoscel, (CD),( AB) mediane = CD = AB;

AB CcD

E = centrul de greutate al A\OBD = AE = = ,CE = 3 = AE =CE.
b) AE + CE—E E:@ BE.
3 3 3

Clasa a Vll-a

1. a) V2x—x? =k, ke Q= 2x—x® =k*®* = 2—x =k’x = x:kzile(@.
+
b) 3y —6x—9=4xy = 4xy -3y =5x—9-2= 2y (4x—3)=12x-18 =

2y(6x-9)=3(46-3)-8 = (4x-92y-9)=-9= '3[

2. a)5=25=124+1=M, +15% =(5°) =(M,, +1) =M, +1
Analog 6° =216 =217 -1=M,, -1, 6% =(6°) =(M 31—1)7=|v|31—1
Deci, 5 +6° = My, +1+M,, ~1=M,;; 5% =5°(5 ) 52 (My, +1)° =
=5 (M, +1) =M, +25,6% =6(6°) =6(M,,~1)" =6(M,, +1)=M,, +6.
Deci,532+631:M31+25+M31+6:M31.

b) Xyz+Xy+Xz+yz+X+2+y+1=(x+1)(y+1)(z+1)=0=>x=-1,
y,ZzeRsauy=-1x,zeRsauz=-1x,yeR.

3. Consider sABC, m(<tA)=90°, AB=c, AC =b=> BC = y/b? +?.
Daca m((B) >m(<):C) = ordinea punctelor B, A,M. Notam AM =x =
BM =BA+ AM :C+X.AMAC(m(<):A):90O):>CM2 =b*+x* = CM =+/b* + x>,
b* —c?
2c

Dar MB=CM = c+X=+b2+X2 =2 +2ex+ X2 =b? + x> = x= AM =
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2

2 2\ 2, 2\?
(b>—c?)  (0*+c?) b2+c:>

Dar, MC? =b” + x* =b* + —— = ——=MC?=
4c 4¢ 2c
b?—c?
2_ o2 2 2 2
M2 Dm0 par - 2(ACJ P PO A .
CM b’+c® b*+c? BC b®+c®| b"+c

2C
deoarece b > c. Analog, M €(AB)

Clasaa Vlll-a

a+122, 2b2+b£222-2, 3c3+%22-3, va,b,ceR ,=
a c

1.

a+2b”* +3c® +l+2+i>12:>a+1_2:>a 12b2+£>4:>
a b> ¢ a b?

b:1,3c3+%:6:>c:1.
c

12 1 3 1 2005 1 .
2. &) =g <s < 2006 < » pentru ca
2 43 3.474" 457772006 20052006
n___ 1 1.2 3 2005 <1+1_%+
(n+1)™ (n+1 T TE T 0060 "4 3

/J[ 1 7 3
———< <=
5 2006 12 2006 12 4
b) Fie f (x)=ax+b= f (x+1)=ax+a+b, f(2x+1)=2ax+a+h,
f(2x—3):2ax—3a+b:>3ax+3a+3b+2ax+a+b—6ax+9a—3b=

2X+27 = —-ax+13a+b=-2x+27=>-a=-2=a=2,13-2+b=

27 =b=1= f(x)=2x+1.
3. a) SAn(BKC)=K, KM L BC, M mijlocul lui BC, KM L SA

108J§

MA=9,KM=3—56. b) AB=63= A o = c

EditiaaIll-a: 2007

Clasa a V-a

M-A-T-E-M-A-T-1-C-A_ MATA

1. a)
C-O-M-A-N-E-S-T-I ONS
1123 1 valmax = 2987 _ 456 b) 3+3*+3° =39

Val. min. =
-8-9
3+3+3°+3"=120 Deci vom grupa cate 5, dar tinind cont de conditia restului, primul termen il lasim

singur ... A=3+121.s—® 5r =3

2 10x+y —§<:>10xz+yz =10xy + Xz|-Xz <> 9xz + yz =10xy < z(9x +y) =10xy

10y+z z
X=l=2y=6=1z=4 X=2=>72=5=Yy=6

3.a) 3 ﬂ%:>3| a+b+3=3 a+b<=3 ab = 30 numere = 12,15....,99 .
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b) 1=1(A) 1+1.2+1.2.3=9 (A) 14243441=3311 2143141 5! ..=..3

ultima
cifra0

Pentru n>5=U(a)=3==K?

Clasaa Vl-a

35b 3b _
1.a)a—b=a—+b:>3a 5b Cum | = | :>a_5
4 53 5@a b=3

b) a—b+a-b=2002 (a—1)b+1)= 2001
S ={(2002,0);(668,2);(88,22),(70,28),(30,68); (24,86, (4,666 ); (2,2000)}

X+2+Yy+5 1 1 x+2=Kk Xx=k-2
= + =
(x+2Xy+5) y+5 x+2y+5=-k y=-k-5

2.E= , keN

3.a) aABD = m(<BAD) =30 m(<5AB) ) m(jE;AC) - % i m(j—DSAC)

m(<DAC)=45°
m(<BAE) =75
b) aBFAisoscel, MF mediana = MF inaltime= MF L AB

¢) MD mediatoarea lui BF = MD L BE dar BE £AC = MD}{AC

=aBAE = m(<«tAEB) = 75" =aABE isoscel —*'—(AB)=(BE)

Clasa a Vll-a

la)x/4+«/§+\/_+ 1<4|2©»\/§+«/_+«/_1<12

<2 <4 <6 (Adevarat)
b) (x2 +10x+34)(y2 6y + 232) — 2007 = [(x+5)2+9}-[(y—3)2+ 223} — 2007
>9>223
:(x+5)2= 0 " X=—5
(y-=3)-0 ¥y=3
2.9) 102006 _12005 — 9.1(02005 — 9().1(02%04 — (22 +324+42 452 +62) (101002)2
b) (a+a+1)2 =432 +4a+1:<2a2+2a)+(2a2+2a+1)

3.Fie AD L BCsi E,F,G intersectiile: ADNCM ={F};BM nAD = {E};BM N AC = {G}
—sEGC =aEFC = (EG)=(EF) = sEGA=AEFM

(EA)=(EM)—=— AAEM isoscel cu m(<«AEM ) =120" ceea ce conduce la m(<MAE) =15
m(«BAM )=15, adica aAMB isoscel si apoi aAMC isoscel

Clasa a Vlll-a
1.a) an:---=5-(n+2)2+1oa (10242048)<:>1Oﬁ<( 2) <@<:>

\202,8 <n+2<,/407,6 < ne{1314,1516,17,18}
b) x=20074+2-(2007-1)? +4-2007 -1= 20074 +2-20072 +1=(20072 +1)2
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oy L 2 1) (1 2 1) (1 2 1)
a%c? abcd b2d?) |a?d? abcd c?d?) |a%h? abcd c2d?

() (o) (a7
ac bd ad bc ab cd
ac =bd ad =bc ad =cd
ac=hd
ad =bc
Analog |a| =|c| si |a| =|d| = concluzia
1 6-2 1 8-4 1 10-6

) o - ——+=. = P >
4 2-4. 6 4468 4 6810 4 (2n-2)-2n-(2n+2)" 36

11 1 1

(24 76 A EJZ Qn/2)2n 2n. 2n+2)] 36
1.(1_;}%4@1_&;@ n-(n+1)>18 <> n>4, neN
418 4n-(n+1)) 36 8 9 4n-(n+1)
3.a) Fie A'EIIBC'astfel incat E — A— D = m<«(A'C;BC")=m<(A'C; A'E)— 12— AA'CE dreptunghic
= m<«(A'C;BC")=90°
b) distanta este perpendiculara din Q pe A’C, unde {Q} = BC'CB' prin calcule obtinem

a6

d(A'C, BC ): e Observatie: Distanta se poate calcule folosind si volumul tetraedrului.

Din = a’cd =b’cd <> a’=b* < |8 = b)|

(2n+2)-(2n-2) 1

EditiaalIV-a: 2008

ClasaaV-a

1. a=100-6"b=60-12" j) 3-2"jjyn=2 jjjyn =2k, 100=6°+8" a=(8-6")* +(6-6")
2 a) A=111-(a+b+c)=3-37-(a+b+c)

(a+b+c)<27=a+b+c=37 deci A nu este patrat perfect

p) X=6c+r,r <6, (1) x* =36a+2r, (2)

(2)= x par—=-rnr. par, r¢0:>re{24}
(1), 2)= (6¢c+r)> =3a+25=r* —2r:6 = r # 4 Pentru 1=2, c=3 verifica
3, 2@=D)100, o ctibila=s b g {24568},a¢{36,79},a>b,b>3c
21b-(b—3c)
b=1c¢=0, ac{25} b=3,¢c=0, ac {458} b=7ce{0,2},a=8
ClasaaVl-a
a+2_b+2_c+2_d—6_(a+2)+(b+2)+(c+2)+(d—6)_1
b c d a a+b+c+d
l.a)

deci,d=a+6,c=a+4,b=a+2, ae{,23}deunde A are 3 elemente
b)X +y?:3=xi3§i yi3Avemx =3asiy=3b9a’+9b’= 1983, deci ecuatia nu are solutie

9 nue9

1. a)Multipli de 3:3-1,3-2,...,3-669, avem 669 multipli de 3
Printre ei multiplide 7: 7-1,7-2,...,7-95, avem 95 multipli de 7
Deci multimea A are 669 — 95 = 574 elemente
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b)Elementele multimii A sunt de forma:

(3-13-2,...,3-6),(3-8,3-9,...,3-13), ... grupe de cate 6, in care ultimul numar este de forma 3-(7k —1), k =
nr. grupei

289=6-48+1, atunci al 289-lea element al multimii A este 3-(7-48—-1)+6=1011
3. aARAE =AMAE (C.C.)(1)

aMAF =aSAF (C.C))(2)

a)(1) = <RAE =<xMAE

(2) = «<MAF = <«SAF

R, A, S coliniare = m(xRAS) =180" = 2-m(«BAC) =180" = m(xBAC) =90°
b)(1)= AR=AM

(2)= AM = AS = AR = AS =aRAS isoscel

ARAS echilateral = m(<«RAS) =60" = 2-m(«BAC) = 60" = m(«xBAC) =30

Clasa a Vll-a

t+3 :ﬂ:t =24

t+15 t+2

(Xx—)x(x+1)x+2)=1-2-3-4=(-4)-(-3)- (- 2)-(-1) = x € {2,-3}

b) Fie 11...1=X A=x-100...0+5x+1=X:(9X+1)+5x+1=9x* + 6x+1= (3x+1)’
1004

2.a) a-b-c = prim = doi factori sunt 1 si celalalt numar prim

a=b=1=c=3a=b=1=be{35)b=c=1=ac {23} abc e {113131,151,211,311}

a) Fie x(x —1)(x+1)x+2) =t

b) nnumar par ........ccceeeevveenneen. n=2x=4+2
N NUMAr iIMPar ........cceeeeveneee. n=>5,x =488
1

3. Fie TELABCDLABBF LB, Suwr _2 "%, pp penaTR>

SBBlR %-BR-BlF

SBBLR: RB 2:>\/SBBlR _RB Analog “SCCJ :Ej \ASBB&R =@ Scerr _1
SART RA SART RA VSART TA ’\/SART RA \/SART

= /S *{Ser =S
1

~.AB-CD
b) SABC _ 2 _AB . AC _(1+RB\J(1+TCJ

SART %~AR~TE AR TA RA TA
RB TCY
— 4 1 9
., RB TC RA+TA =2+_:_:>S Zg-
=2+——<2+| 1 ART Shec
RA TA 2 4 4 4

4.Paianjenul P poate iscodi, cu diavoleasca sa minte, al{i trei complici de talharii, Q, R, S agezati simetric
lui fata de BC, CA, AB. Amu, daca ar planui sa treaca spre musca M, peste BC, urma sa de pe fata
unsuroasa ar fi taman pe dreapta QM, iar distanta ce ar trebui sa o acopere pana la prada ar fi taman cat

|QM |.Are deci P de cercetat, care complice al sau, Q, R sau S este mai aproape de musca M. O psiholoaga

parsiva M, asezata pe mediatoarea lui QR, |-ar arunca pe pizmasul P in dilema: care din complicii sai Q sau
R ar fi mai aproape? Alte doud mediatoare, ar intalni-o pe aceasta, in centrul H al cercului imprejmuitor al

triunghiului QRS. Din prima mediatoare socotita, cea a lui [QR] , pe fata unsuroasa a sticlei ABC, ar fi in

atentie doar segmentul [CH ] Vicleanul ar putea lua aminte ca acest segment face cu CA, unghiul pe care
il face CP cu CA.
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Ar fi deci potrivit sa zicem ca grecoteii, ca este izogonalul lui P. (Ei ziceau izo si gonos, nu ca noi: egal si
unghiuri.)
Semnele ce ni le-ar da careva, cd a pornit judecatd buna ar fi.
a) Triunghiul de complici QRS.
b) Segmentele [AH ],[BH ],[CH ]

c) Centrul H al cercului imprejmuitor al triunghiului QRS.

Am primi aceste semne, daca ar fi potrivit povestite in limba lui, sau asa cum se zice prin cele carti de
geometrie ale scolerului. Asta, pentru a nu crede scolerul acela, ca este destul sa ai manuale si sa le lasi a fi
cercetate, doar de muste si paianjeni. Acestora de la urma, izvodirea manualelor le-ar fi de bun folos:
paianjenului cum sa ajunga rapid la hrana trebuitoare, mustelor sa deprinda viclesuguri psihologice care sa
le salveze vietile.

Zicem deci, ca asta nu este o gluma, sa rada cei prosti, ci o problema serioasa, de viatd sau de moarte.
Autorul a uitat iar sa se semneze

Clasaa Vlll-a

1 1 1 1

1. x2 =2 =+ =X, 1+ =2 X = :1, = —1=2&E& x=-—=, _ =

e 2x-1 by=t.y 2x+1 3773
2. a.) Fle X—2007 = a, 1[y-|—2007 = b’ Ecuaﬁa devine a+b—1: a2+b2

2
b) a?+4b>(a+2)?b?-4a<(b-2)?<b=a+l

2
3. a) SO mediana in aSAC SA2+SC2=2.502+ AngAnalog SB%2+SD?=2-S0% + Bg)
SAZ+SB2+SC2+SD2=4502+AC2=4S02+2a?
SA. VA2 .
b)Dacd VA, 1 AS,A e AS,atunci VA.SA =SA-VA,avem SA = >SA-sinx

Analog SB >SD-sinx, SC,>SC-sinx SD,>SD-sinx, deci
SA:+SB:+SC:+SD} 2 (SA® +SB +SC* +SD? ) -sinx > 2a’ -sin
Egalitatea are loc pentru S =0

Editiaa V-a: 2009

Clasa a V-a

l.u (AZ) ={0,1,4,5,6,9} Avand 7 numere patrate perfecte observam ca una din cele 6 cifre se repeta

= U(diferentei)=0
2.Demonstratia se face prin reducere la absurd.
Presupunem (3) df1-2-3-...-2008 +1 d[L-2-3-...- 2009 +1

Din d|1~2-3-...~2008+1: d|1-2~3~...~2009+2009...
Dar d|1-2-3~...-2009+1:> d|diferenta :>d|2008, dar d|1-2~3~...-2008+1:>
d|1, deci d =1 =F ireductibila

3.8) 17777 _ 77777 _T7777 _,b) 37ab ) entrua—7= 30

20200°§ 222224 88ggg 3ab7 37b7
b<{01,2....6} pentru a<7 (A), vbe {012,...9}
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Clasa a Vl-a

1.a)se foloseste congruenta triunghiurilor sau proprietatea mediatoarei prin tranzitivitate = (OM ) = (ON)
definitie
— aOMN isoscel b) se foloseste inegalitatea triunghiurilor
2OPM = OM +OP > MP

. N o
- opn :>ON+OP>PN}:> ina)= (OM)=(OP)=(ON)

Dupa inlocuire si adunare = 4-OP > MP +PN[:4 =OP > MP+PN

2.- din transformari si calcule obtinem X+Yy=y+zZ=X+Z=>X=Yy=12
- reciproc consideram X =Yy =z =t =egalitatea (A)
3.- egalam primul raport cu celelalte rapoarte
-obtinem y=2X; z=3X; t=4X > X<9=>x=2=>y=4, 2=6, t:8:>ﬁ:2468

Clasaa Vll-a
LFie X* +X+5=Kk?|-4=4-x* +4x+1+19 = 4k?
= (2K)* —(2x+1)* =19 < (2k + 2x+1)(2k —2x—1) =19 =
2k +2x+1=19
=
2k —2x-1=1
a) 2n+1=(n+1)>—n’ 2009 = 21004 +1=1005" —1004” Presupunem 2010 = a2 —b? = 2 cazuri:
a=2k|l a?=4k? a=2k+1 a*=(2k+1)°
= =
b=2p|  b2=4p? b=2p+] b*=(2p+1)°
Dar 2010/4 = 2010=a?—b? (Fals)
37 =(36+1)" =M, +1

b) Se stie ca (a+b)" =M, +b" Deci P37 13 = M,
13" =(12+1)" =M, +1

— 4k=20=>k=5 x=4

i) =a’-b’4 i 2_p2i4

3. Se calculeaza aria trapezului in functie de a si baza mica. AD = 2av/3

A - (2x+2x+22a) 2a+/3 _ (4x+22)-a43

Clasa a Vlll-a

n(n +1)_ﬂ _ n(2n+1)

a) Efectuam calculul =
4 4

b) Tinand cont de a) =
X 1), =2+ X, =N +[1—L1J+(2—41J+...+(n—ij= X, + X, +- X, Sau

9 4n+1

— 1Y (1) 1) obii _5 0y =0 _
( Xl_l_zj +( X2—2—2j +...+( Xn—n—j =0 ob‘;lnem Xl 4’ XZ 4’ e Xn 4

2

2 2 2
AO’ + AB” - BD —ﬁzm(qA):%"

2. a)in aABO aplicam teorema cosinusuluicos A = =
2-A0-AB 2

b) m<(AO,(BCB'))=m=<(AO,OM ) =m<x(AOM ) tg<t(AOM )—222 ,AM_ 63 =2

"OM 382
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C) (ABC ')m(B'AC) = AOFie C'P L AO, calculim C'P ca iniltimea AAOC' si obtinem C'P =6+/2 cm.

B'Peste iniltimea aB'AO, B'P = 6+/2 cm.Unghiul plan asociat diedrului este B'PC' APC'B' este
dreptunghic in A, deci unghiul ciutat este de 90"

3.9 xy+1>x+y < x(y-1)-(y-1)>0< (y-1)-(x-1)>0 (A)

b) din x,y € (01)= x-y e (0,1)in relatia a) inlocuim X cu Xy siy CU Z si obfinem

XyZ+1>Xxy+z

—XYZ+2>X+Yy+2
Xy+1>X+y

Editiaa VI-a: 2010

Clasa a V-a

1.a) N=4-111...11-10" +4-111...11-8-111...11 Notam 111..11=x. 10" =999...99+1=9x+1.
N =4x(9x+1)+4x—8x = 36X’ +4x+4x—8x =36x*; n=(6x)* =666 --66

b) 7:16_9:42_32 7.72010:42.72010_32.72010 '

72011 _ 42 .(71005)2 _3’2 .(71005)2 _ (4.71005)2 _(3.71005)2

2. a) Fie a si b cele doua numere naturale. Daca a=b, atunci a—a=0si a:a=1, fals. Deci a>bsi
avem a—b:%,de unde bla si a=b-ccu ce N". Deci bc—b=c sau b(c-1)=c, de unde ¢ >2. Din

c c-1 1

= +

c-1 c-1 c-1

2c—2=c,deunde c=2.Deci a=4si b=2

b) Cea mai mica valoare a lui veste 1-2-4-7 =56 Mai putem avea: v=1-2-4-8=64,v=1.2.-4.9=72

, v=1-2-4.10=80 etc, fals pentru ca v < 64 Deci bunicul are 56 de ani, iar cei patru nepoti au un an, 2

ani, 4 ani s1 7 ani

3.S-au tras in total 18-10 =180 de lovituri . Au nimerit tinta 180 —40 =140 de lovituri. In primul si al

treilea cerc au intrat 140 —40 =100de lovituri ; obtinandu-se 920 —40-6 = 680 de puncte

Daca toate cele 100 de lovituri ar fi nimerit in primul cerc s-ar fi obtinut 100-10 =1000 de puncte. S-au

obtinut astfel in plus 1000 — 680 = 320 de puncte. Diferenta de punctaj dintr-0 lovitura in primul cerc si una

in al treilea cerc este de 8 puncte. Deci au fost 320 : 8 = 40 de lovituri in cercul al treilea si 60 de lovituri in

primul cerc.

b(c—1)=c rezultdci b = <2b=1 conduce la c—1=c, contradictie. b =2 conduce la

Clasaa VI-a

l.a)i) 8 =3=3+4-0; a,=7=3+4'1; a,=11=3+4-2; a,=15=3+4-3; ..,; a,; =231=3+4-57, deci
231e Aii) a,,, =3+4-99=399

b) Fie p numarul numerelor scrise pe un rand. Numarul 100 se afla pe randul din mijloc, conduce la
concluzia c¢i numarul randurilor este impar ( egal cu 2n+1,neN"). De la numérul 101 ( inclusiv) la 193
(inclusiv) se afla 193-100=93 de numere

Deci n- p =93, de unde n e {1,3,31,93}

Daca n =1, atunci p =93 si in tabel sunt 93-3 =279 de numere

Daca n =31, atunci p =3si in tabel sunt 63-3 =189de numere, imposibil, pentru ca 189 <193.

Daca n =93, atunci p =1 si in tabel sunt 187-1=187 de numere, imposibil, pentru ca 187 <193...

Prin urmare, in tabel sunt scrise 279 sau 217 de numere.

2. Avem abcd =6-bcd +acd , unde bed > acd . (1)
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Deci 1000a + bcd = 6-bed +100a +cd sau 900a =5-bed +cd . (2)

Cum 5900a si 5\5%, din (2) rezulta ca 5/cd , adica d  {0;5}

Cazul d =0implicd 900a =5-bc0+c0, de unde 90a =5-bc +c. Deci ¢  {0;5}.

¢ =0 conduce in (1) la ab00 = 6-b00+a00 sau ab = 6b+a, de unde 9a =5b. Din a, b cifre si (9,5)=1,
conduce la a=>5 si b=9. Numarul 5900 este solutie

Cazul ¢ =5conduce la 900a =5-b50+50 in (2) sau 90a =5-b5+5 sau 18a=10b+6 sau 9a=5b+3, de
unde a=2si b =3. Numarul 2350 este solutie

Cazul d =5. Din (2) se obtine 900a =5-bc5+c5 sau 90a =50b+6c +3, de unde 23, fals

Prin urmare, abcd e {5900,2350.
3. Aratam ca oricare ar fi pozitia semidreptelor (OC si (OB avem relatia

m(<«<MON) :%-[m(qAOC)+ m(<BOD)].
Cazul I: (OB < Int(<«cAOC). m(<MON ) = m(<«MOB)+m(<«BOC)+m(<CON ) =

= Bm(<rAOB)+%m(<xBOC)}+Em(<rBOC)+%m({COD)} == %[m(qAOC)+(<BOD)]
Deci 68° :%-90" +%-m(<xBOD), de unde m(<rBOD) =46’
Cazul Il. (OB :(OC.m(<):MON):%[m(<rAOC)+m(<£BOD)] , de unde m(«<BOD)=46".

Cazul Ill. (OC < Int(«AOB). m(«<MON ) = m(<MOB) +m(<BON) = m(<AOB)+2-m(«BON) _

2
B m(<«AOC)+m(<«BOC)+m(<«BON )+m(<«BON) B m(<AOC)+m(<«CON )+m(<BON) B
- > — > -
~ m(<AOC)+m(<«NOD)+m(<«BON) _ m(<AOC)+m(<«BOD)
B 2 B 2 ’

de unde m(<«BOD) =46’

Clasaa Vll-a

1.a) vab =,/(b+6) Avemca (b+2)* <b(b+6)<(b+3)?
b(b + 6) nu este patrat perfect, deci Jab ¢Q.
b) 4x +y?+65< 28|x|+8|y| este echivalent cu 4|x|" +|y|* —28|x|+49+16—8|y| <0 sau

(2|X|-7)2+(y|-4)* <0. Deci 2|7 =0 si |y|-4=0, de unde |x|:% si |y|=4

Prin urmare, x e {—%%} sl ye {— 4;4}

2. a) 112t Geunde 6y +4x =3xy , echivalent cu 6y = x(3y —4), atunci
2x 3y 4

‘= 6y :6y—8+8:2+ 8 e 7, rezultd ca 3y—4|8
3y-4 3y-4 3y-4

3y —4 e {-8-4,-2,-11,2,;4;8}, de unde y € {1,2;4} si x € {-6,6;3}.
(x,y) e {(-61).(6:2).(3:4);
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
o) r =2 +70° b _a’+47b% a’-b =(a_2+7j:(a_2_1j=
b b

b? a’-b* b’ b?
@z +7 16-42 4-2 (4V2)(2+42) 8+4V2-242-2 _3+142
@21 842 2-V2 22 () 4-2

3. Notim AB=a si BC =b si fic AM L BC, (M (BC)). Avem m(<cAEB)=50
AB-BE-sin30° BE- AE -sin50°

A = 5 5 , de unde ABsin30° = AEsin50° (1)

. . ) ABsin 30° 2
Din AMAB, avem sin50° = b .(2) 1 (1) conduc la AE = L = a_2

2a sin50 b
Deci 25 _ 2 sau AE —2 dar BD_a , deci DE||AB
AB b AC b BC b

Urmeazi ca M(<«<CDE)=m(<«ABC) =40’
Clasaa Vlll-a
1. a) x*+1>2x? este echivalenti cu (x2—1)° >0 (1), y* +1> 2yeste echivalenti cu (y*—1)*>0 (2)

Deci x* +y* +x*+y*+2>(3x*+y?) (3)
lar x>+ y* > 2xy este echivalentd cu (X — y)> >0 (4).Prin urmare, x* +y* +Xx* +y* +2>6xy
Avem egalitate in (4) dacd =y, iar in (1) 51 (2) daca |X| =1si |y| =1.
Cum x* +y* +x2+y2+2>0, VX, y e R, dinx* + y* +X* + y* + 2=6Xxy rezulta xy > 0. Deci
(x.y) e {(-1-2) (1)}
1000
b) X 4 Xz](;os > ZE zé (1) Aratam ca ; > 16X20026i5X1001 1 (2
16x°%% —5x™%" +1>16x*% —8x"" +1=(4x"*" -1)* > 0.

.2 6%
Deci X > 16:3% 5,0 1] este echivalentd cu 16x°°% —5x'% +1>3x'® | adica
— +
16x%°2 —8x'® +1>0, astfel spus (4x'' —-1)>>0. (3)

Din (1), (2) si (3) rezulta inegalitatea data

2001 _

In (1) avem egalitatea dacd X sau x** =1, de unde

X2003

(x**? —1)(x**? +1) =0 sau

(X" —D)(X" ™" +2)(x*** +1) =0 Cum X" +1>0 si xX**2+1>0, oricarear fi x>0, avem x* -1=0,
de unde (x—1)(x"* +x** +---+x+1) =0, adica x =1.

Dar pentru X =1 in (3) nu avem egalitate, deci nici in inegalitatea datd nu avem egalitate.
2. n'+n’+n+1=n’(n+1)+(n+1)=(n+1)(n°+1) =(n+1)’ (n?—n+1).

Determinim valorile intregi ale lui n pentru care numarul n*—n+1 este pitrat perfect
Fie N> —n+1=k, ke Z. Avem 4n? —4n+1+3=(2k)?, de unde

(2n-1)> —(2k)* =—3=(-3)-(+1) =3-(-1). Se obtine n e {0,1} Deci n e {~1,0;1}

3. a) Fie punctele O si O, astfel incat {O} = AD'"A'Dsi {0,}=A'C~BD".

0,0,||AB ( linie mijlocie ) si cum AB L (ADD') rezultd cd 0,0, L (ADD")

Deci 0,0, L AD' si 0,0, L A'D. Dar (ABD')~(CD'A)=00,.

Prin urmare, m(<<(ABD');(CDA"))=m(<A'O,D')=90", adic (ABD") L (CDA)
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b) Diametrul cercului circumscris ACC'O" este (O'C). Cum (OC')=(O'C) rezultd ca si (OC') este
diametrul aceluiasi cerc, adica m(<rOPC ') =90" si OP L AC".

incub BD L (ACC'), deci AC'LBD. Din AC'LBDsi AC'LOP, iar

BD nOP = {0}, rezultd cd AC'L (PBD)

1042
NP R
AAPO ~2ACC'(u.i), de unde 22 = A9 adica AP = 2 _10_1043
AC AC' 104/3 J3 3
Editiaa VII-a: 2011
Clasaa V-a
1. Notim cu U(n) ultima cifrd a numarului natural n.Avem U (X*) {0;1; 4;5;6; 9} si

U(x*) €{0;1;5;6} Doua elemente a si b ale multimii M au diferenta divizibila cu 10 daca U(a)=U(b)Cum
Ui e {0;1;,5;6} (pentru valori distincte posibile), conform principiului cutiei, dintre 5 elemente ale

multimii M, cel putin doua satisfac conditia datd.Numarul minim este 5.
2. Notam cu U (n) ultima cifra a numarului natural n.

U@B™ +6™ +7* +8™)=UB*)+U(6™) +U (7*) +U (8%) =

=U@R* +6'+7'+8")=U (1+6+1+6)=U (14)=4, unde ke N.

U (3™t 460 1 7901 1.g% 1) U (3) +U (6") +U (7) +U (8) =U (24) =4 k e N

U (3%*% +6%2 + 742 +8%?) =U(3%) +U(6°) +U(7?) +U(8*) =U (9+6+9+4) =U (28) =8,
U@E**° +6%+° 4+ 7% 18%°) =U(3)+U(6°) +U(7°) +U(8°) =U (7+6+3+2)=U (18) =8
U(N)=U(502-4+503-4+503-8+503-8)=U(8+2+4+4)=U(18)=8. ke
Solutie alternativa:
N=(3+6+7+8)+(3+6°+7°+8°)+..+ (3" +6™" + 7" +8%") =
:31+32+---+320“:3(1+31+32+33)+35(1+31+32+33)+---+32°°5(1+31+32+33)+
+32009 +32010 +32011 — M4O +32009 +32010 +32011.

U3 +3 4+ 3% =U (3% + 30 + 3 =U (3 +3° +3%) =U (39) =9 etc.

3. n este patrat perfect daca n=29-29k* =841k*, unde k e IN *.

n=841k’si 841k* <10000 = k* <11, deci k € {1;2;3}. 4\a_bc = c € {0,2;4,6;8}.
k=1=>a+b*+c*=29, deunde c <2, adici c € {0;2}.

c=0=a+b*=29,deunde b=5si a=4.

c=2=a+b’=13,deunde a=9si b=2 sau a=4si b=3.
k=2=a+b?*+c*=29-4=116, de unde c <3, deci ¢ € {0;2}.

c=0=a+b* =116, fals, pentru cid p>+a<90.

c=2=a+b*=100, fals, pentru cd p>+a<90.

k=3=a+b’+c*=29-9=261, de unde c <4, deci c e {0;2;4}.

c € {0;2} conduce la a+b? > 245, fals.

c=4=a+h*=261-256=5,deunde a=1sib=2saua=4sib=1saua=5si b=0.
Deci abc e {450;432,124;414;504;922} . insd numai numerele 432; 124 si 504 se divid cu 4.

Numerele abc cautate sunt: 432, 124 si 504.

4, a) Toate numerele reprezentate de cifrele numerelor trebuie sa fie divizori ai lui 6, adica 1, 2, 3 sau
6. Numerele pot avea:

- O cifra de 6 51 2010 cifre de 1, adica 2011 numere

- O cifra de 2, o cifra de 3 si 2009 cifre de 1, adica 2011- 2010numere
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(cifra 2 poate ocupa oricare din cele 2011 pozitii, iar cifra 3 oricare din cele 2010 ramase )
- In total sunt: 2011+ 2011-2010 = 2011* = 4044121 de numere.

b) 10°" < 2" <107 5i 10°* <5°" <10° .de unde 10°°% <10™" <10*™,
Deci a+b—-1=2011, de unde a+b=2012.

Clasaa Vl-a

1. N =5656...56 =56-10101...101=7-2°-10101...101
—_— _— —_—

22 cifre 21 cifre 21 cifre

Exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi ai lui N este impar, deci N nu este patrat perfect ( sau
exponentul lui 7 este impar ).

b) Xy + yx =55conduce la x+y =5. Cum x = 0si y = 0 rezulta ci xy  {14,41,23,32}.

Xy =14 conduce la n(n+1)=2-492=2%-3-41, nu convine.

Xy =23 conduce la n(n+1)=2-483=2-3-7-23, nu convine.

x_y =32 conduce la n(n+1)=2-474= 2°.3-79, nu convine.

Xy = 41 conduce la n(n+1)=2-465=2-3-5-31=230-31, de unde n =30, solutie.Deci n=30.

2. X =1=506 =Yy’ =M, +2 - nu este solutie; x =2 =507 = y* =U (y7)=7 - nu este solutie;
x=3=511=y* =M, +3 - nu este solutie; X=4=>529=y? deunde y =23, solutie;
Xx=5=625=y", de unde y = 25, solutie; X=6=1225=y", de unde y =35, solutie;
X=7=>5545=y?, 5|5545 dar 25/5545 - nu este solutie;

X =8= y* =40825=1633-5°, dar U (1633) =3 - nu este solutie;

x=9=y*=363385; 5‘y2 dar 25/y2 - nu este solutie;

x210=> xH505 = y*; 5|x+505 dar 25/x14+505 - nu se obfin solutii;

Deci (x,y) € {(4;23),(5;25);(6;35)} -

3. a) Produsul tuturor elementelor lui A este P =2"-3°.5°.7%.11.13.

Pentru a extrage cel mai mic numar de elemente din A astfel incat produsul numerelor ramase sa fie patrat
perfect trebuie sd eliminam cate un factor prin din P care are exponentul impar, adica pe 2, 5, 11 si 13.
b)Se observaca: 2-14=4-7; 3.-5=1.15;8.-9=6-12; 2-3=1-6; 3-8=4-6; 3-14=6-7;
2-3-8=1.4-12; 2-3-14=1-7-12; 5-8-9=4-6-15. Deci putem avea B = {2;3,5;8;9;,14} si

C = {,4;6;7,12;15}. (1) Inlocuind pe rand in (1) perechile (8;9) cu (6;12); (2;14) cu (4;7); (3,5) cu (6:12);
(2:14) cu (4,7); (355) cu (115); (2;3) cu (16); (3:8) cu (4;6); (3114) cu (6;7) si tripletele (2;3;8) cu
(1,4:12); (2;314) cu (1,7:12) si (5:8,9) cu (4;6:15) se obtin cel putin 10 solutii.

4. a) aBPM =aBQM (L.U.L) = (MP)=(MQ) aAPM =aCMQ (L.L.L.) = <PAM =<MCQ, de
unde m(<BAC)=180" —m(<PAM ) =180" —m(«<MCQ)=m(<BCA)
AaABM =ACBM (L.U.U.), de unde (AB)=(AC); (AM )= (MC) si

m(<AMB) = m(<BMC):%:QO°. Deci BM L AC.

b) aBPN =aBQN (L.L.L.)Deci m(<cPBN)=m(<«NBQ) si (BN este bisectoarea <PBQ.
Cum si (BM este bisectoarea <PBQ rezulta ca puncteleA,M,N sunt coliniare,

c) Din aBPN =aBQN rezultd cd: m(<«PNB)=m(<«BNQ) :% =90".

Deci BN L PQ si cum (BM coincide cu (BN rezulta ca BM L PQ, de unde AC|PQ.

Solutie alternativa si rapida:
Daca se utilizeaza proprietatile triunghiului isoscel se acorda punctajul corespunzator.
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Clasaa Vll-a
1. Ecuatia este echivalentd cu: X (y— 2)+ 2- x(y— 2)+(y—2) =64
o (X +2x+1)-(y-2) =64 < (x+1)*(y—2) =64, (1)
Deci (x+1)* €{1,4,16,64}. (x+1)* =1=x=0, fals.
(x+1)’=4=x=1sidin(1) = y=18, fals. (x+1)> =16 = x=3si din (1)= y = 6 solutie.
(x+1)* =64 = x="T7sidin (1)= y =3, solutie. Deci Xy € {3673}.
2" 3" 1 1
+ + P
(1+2")° @+2"+3")* 2"+3" 2
2 3 1 91

1 1 1 1 . 1 )
nN=0=-—+=+=>—, evident n=1=—+—+—-—=——>—, solutie
4 9 2 2 9 36 5 180 2

2. Inegalitatea data este echivalenta cu

n

— deti2212 5620 o112 5420
@+2"" 6
<1+2" (2“ —4) >0, evident.

3" 1 .3 1
ﬁ<—pentruca—n2<—<:>—n
@+2"+3") 6 3 6 3

1
2" +3"

Cazuln>2:n>2>

< 1 , evident.
6

< % < 2"+3">6, evident.

2" 3" 1+2"+3" 1

Deci ~+ ~+ <=, (¥)n>2.Prinurmare, ne{0,1}.
@+2")° (@1+2"+3" 2"+3" 2

3. Fie punctul F e (BC) astfel incat (BD)=(BF ) si AE L BD (E € BC).2ABE este isoscel cu
(AB)=(BE), iarBD este mediatoarea segmentului (AE), deci (AD)=(ED), (1)
180" —20°
— =
si AEDF este isoscel, de unde (DE)=(DF), (2) m(<«BCA)=m(«FDC)=40".
ADFC este isoscel cu (DF)=(FC), (3)

Din (1), (2) si (3) = BC = BF + FC =BD + AD.

m(<«BAD) =m(<«BED)=100".Deci m(«DEC)=80", iar m(<«DFB)= 80’

4. Notdm AB =c; AC =bsi BC =a.Fie punctele F,D,E pe latura (AB) astfel incat CF L AB
(AC)=(AD) si m(«BCE)=18".m(<AEC)=m(<EBC)+m(<ECB)=36".
Deci aACE este isoscel si CE =b. ACEB este isoscel, deci CE=EB =bsi AE =c—b,

jar FE = =0 i FB:C;b+b:b;C.

Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile CFE si CFB se obtine:

2
FC'-CE’- FE'-BC’- FB’: de unde b° —(%) =a’ —(b—;cj ,

de unde @’ =b” +bc si, prin urmare,g—g = E, dica BC _AC _AB .
b a a AC BC BC
Solutie alternativa:Se aplica teorema lui Pitagora generalizata in aABC.
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Clasaa Vlll-a

2
1. Aratam ca ED n AC # ¢.Din teorema catetei in A ABC rezulta &b = A82
DC AC
: . _AB* BC  AB?
BE _ g(teorema bisectoarei Insd —— # — < #BC < AB* # AC-BC
EA AC AC° AC AC

(pentru ca BD # AC si AB>=BD-BC (teorema catetei ))

Rezulta ca ED )rf AC , deci ED n AC # ¢ .Prin urmare, ED inteapa planul o .

2. a)(xy)el0l]=1-x>0s5i1-y=0.
Deci (1-x)1—y)>0, deunde 1—x—y+Xxy >0, adicd Xy +1>x+y, (1)
Egalitatea avem daca x =y =1.

b)Fie triunghiul echilateral ABC cu latura 1 si punctele
M,N,P respectiv pe laturile [AB], [BC] si [AC] astfel incat: AM =x, BN =y si CP=z.
Avem: Ayp + Ausn T Acen < Asge » de unde
1-7)sin60°  y(1-x)sin60° z(1—y)sin60° _1%.sin60°
x(1-2)sin s y(1—x)sin . z(1-y)sin 1 -sin60 @)
2 2 2 2
Deci x(1-2)+ y(l—x)+z(1—y)<1,deundeXx+y+2z <xz+Xy+yz+1. (3)
Egalitate avem in (2) daca triunghiurile AMP, MBN si CPN sunt degenerate (se intampla daca punctele M,
N, P coincide cu varfurile triunghiului ABC).
Egalitate avem 1n (3) daca x=y=1si z=0sau x=1si y=2z=0 sau
X=2z=1giy=0sau y=z=1si x=0sau y=1si x=z2=0sau z=1si x=y=0.
Solutie alternativa: X, Y,z €[0,1]] = x-1<0; y-1<0si z—-1<0, de unde
X=D(y-D(z-)<0=xyz—X2—Yyz+72—Xy+X+yY-1<0 Xyz + X+ Yy+Z2<XZ+yzZ+xy+1
Cu atat mai mult X+Y+z2 <Xy +xz+yz+1.
Egalitate avem in (4) daca x=y=1si z=0 sau x=1si y=2z =0etc.
3. Ecuatia dati este echivalenti cu (X—1)*+(y—-1)° =(z-1)* +1, (1)
Daca x =2, atunci (y—1)°=(z—-1)°, deunde y=z.
Tripletul (2, k, k) este solutie, unde ke N, k>2, k prim.
Ecuatia (1) fiind simetricd in X s1 Y, si tripletul (q,2, q) este solutie a ecuatiei (1), unde

geN’, g>2, gqprim.

Dacd z =2, atunci (X—1)*+(y—1)>=2,deunde x=y =2.

Dacd X>3; y>3si z >3, atunci numarul (X—1)° +(y—1)* este par, iar numarul

(z—1)*+1 este impar, contradictie in (1).

Prin urmare, (x,y, z) S {(2, K, k), (q,2, q)}, unde k,q e N; k si q numere prime, k >2si q>3.

4. a) Punctele E, D’ si B’ sunt coliniare si (ED')=(D'B')

BB'|EN si (EN)=(BB') implicd BB 'NE este paralelogram, deci punctele B, D', N sunt coliniare si
(ND')=(D'B).Notim cu T, R, P si Q centrele pétratelor ABCD, A’B’C’D’, A”D’C”E si, respectiv,

MD ”FN.Triunghiurile AB’C, A’C’D, A”C”D” si EFM sunt echilaterale. Deci punctele I, O, G si H sunt

centrele de greutate ale acestor triunghiuri.

Deci | eTB O cDR: G e PD" si H  EQ cuTl :%, OR:%, PG:%PD"si QH :%EQ.

Cut.fa. se obtine I, O, G, He BN .
Din asemanari de triunghiuri (t.f.a.) se aratd cd IB=0D'=0l = % BD'si GD'=GH = HN = % ND'
Insd(BD')=(D'N), deci (HG)=(OlI).
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Editia a VIII-a: 2012

Clasa a V-a

99-100
1 g A=2TT26-26.2 7 =26.2%-26-8" | _ 5 _p
' B — 33302 _33301 + 21 33300 — 33300 . (9 _3+ 21) — 27 . 91650
b) = ab3=243=3=3**'=a=2si b=4

2. a) U(x*) ={0,1,4,5,6,91U(5y*) ={0,5} = U (x*) ~U (5y°) # 2
= Zf numere naturale X si y care sa verifice relatia

AL, 13-301 13-0401 ~ 13-1016—101 13 13 13 13

: e+ 22 =209.22 =132
23 23 ;L@I 23. ;oa:cf 231 1010101 PR 23

de 299 ori

3. x) +y=5+3=125+3=128

Clasaa Vl-a

_ 2 2 1,2
1.a) ©503y=2012-x" & y= 2012 x" 2012 X :4—503 K =4-503-k?, pentru x =503k,
503 503 503 503

unde k e Z x=503k, y=4-503-k*.

X y .y z X y y z 11y 17y Meeimily y 17y
by o =75l -r=5& =2 A== X= =— —+-+—=34 <
) 1714° 21 17 11 14" 21717 14 20 = 27 e

9 9 9 9
34y

2
2. n =...=5.{2(a+b+)-2(‘5‘+Tb+C)} :5-@:100- atbrc :(%) (a+b+c)

9

=a+b+c=k>=1+6+9=16=4>=abc =169 max(a+b+c)=7+8+9=24
def

3. a) <B =<P ( corespondente congruente ) = aAPN isoscel — (AP)=(AN)
sAMN =AAQP  APMN =aNQP

(U.LU) (U.LU))
Clasa a Vll-a
1. a) se aduna la egalitate pe rand a®,b?,c? si se obtine

2012+a*=(a+c)(a+h) i
2012 +b? =(b+a)(b+c) => A=|(a+b)(b+c)(a+c)eQ
2012+c* =(a+c)(b+c)

b) 0,a(b) = abgazlo“b_a LN b =%:>beste divizor al Iui 90 = b=9 =a=9

90 90 90
2. a)lzl,izl,1<g,-.. 1 o, >a<bb) x>1, y>2.
2 23 3 2012 2012
DacéXT_lzk§13y2_7:p:>X:2k+1§iy:2p+7:>k,peN
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Aplicim definitia partii intregi = <2k sk = ke{01.2] = A=135)
i
ps‘/2p3+1<p+1 pe {0y B = {3}

AUB={35}; AnB={3}.

2 2 DP +PC)?
3. @) & (x-y)'20 (A) b) > MD-CN =T~ (DPZPC) 2, pp.pc = PP PC)
= (MD)=(DP) (CN)=(PC)=>P este mijlocul lui DC.
c) =aQAB, ~QCDisoscel = bisectoarea este si inaltime.
Clasaa Vlll-a
1. a) Folosind formulele de calcul prescurtat sau formula radicalilor dubli obtinem:

A=(B+B)? —(5-3)? - 243 -1=[\B+ 3| -[\B -3 - 2y3-1=
=5 +3-5+3-23-1=-1= A®2 = (-1)"™ =1

b) < p*+2-p’+x-p+y=t’ -1 p*+2-p°+Xx- p+y+1=t?

X=2
Exemplu; p=3=>81+54+3x+y+1=t> <135+3x+y+1=t’ =

Xx=3

P=4=256+128+4x+Yy+1=t> <384 +4x+y+1=t*=

X=p-1
=

y=p-1
< p+2p’+p’ =t? < (pP+p)=t* (A

nlocuire

e s p*+2p° + p(p-D+p+l=t’-1<

2. a) Notam a+l=t=a=t-1=
t2l, b b 1A g L bt btib? (A)
t (t+b)® t+b t (t+b) (t+b)® t

< avem egalitatea a—+1 =1.b) a<8, b <6 =deexemplu pentru a=4,b=5:
a+

3Wa+b+2V8-a+v6-b=3/4+5+2J8-4+16-5=3.3+2-2+1=9+4+1=14 (A)
3. a) demonstram ca A'C L NP si AC L NM = A'C L (MNP).
Prin calcule in triunghiurile NPM si APM = A< (MNP).
CO. DD' a 2 26
IP. DO a/6 6 6
2
EditiaaIX-a: 2013

b) sinu=sin[(ABC);(MNP)|= unde ACNBD ={0O}

ClasaaV-a

1. )In61a? +2-61b—2c=2013=3-11-61 =>c =61 =>
a=5=>b=5 (4)

a=3=>b=13(4)

)4 =107+ - 102 = 10"®*+D . (64 + 36) = 102%(82 + 62) = (8- 10%)2 + (6 - 10%)2
2. i)=>b(10a+c)=a(10b+c)+1 <=>

10ab + bc = 10ab + ac + 1 _igcclb<=>c(b—a)=1=>c=1

=>q?+2b =35=>
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9-8=>b=9,a=8
8—7=>b=8a=7
7-6=>b=7a=6 -
) _a_1_06-5=>b=6a=5_ abc = {981,871,761,651, ...,211}
S 5—4=>b=5a=4 abc = {891,781,671,561, ...,121}
4-3=>b=4a=3
3—2=>b=3,a=2
1

X+ 3472013

T X+ (74503 T x472012
i)  yt(Eh50 452012
T y4(63)671 T y+62013
22 = 2 => 7(3a + 2b) = 6(3b + ¢) <=>21a = 4b + 6 => a =2

6
3a+2b a+4c
6 = 11 ,a=2=>11(64+2b) =6(2+ 4c) <=>27+11b =12c =>

=>b=3 =>c=5=>abc =235

Din

ClasaaVl-a
x+43 y+10 z+8 x y
1. <=> ==-=-,<= >1+——1+——+—/—1 <=>_o=o=c=k=>=>x=
43k, y = 10k z =8k =>2013k? = 2013 =>
x =43 x = —43
k=+1=>y=10(4)sauy = —10(F) (anuleazanumitorii)
z=28 z=-—8

inlocuiesc

2. )a-b=][ab] (a,b)———=9[a,b] =[a,b]-(a,b)-(ab)/:[a b] =
=> (a,b) = 3 => asi bnu sunt prime intre ele
i) Din abc : 37 => abc = 100a + 10b + ¢ = 74a + 26a + 10b + c =
M37 + (26a + 10b + C) =>cCc= M37 —26a —10b
M3z
Dar bca = 100b + 10c + a = M3, + 26b + 10 - (M3, — 26a — 10b) =
=]\/[37+26b—260a—100b+a=]\/[37—Zéb—giga=3\/[37 : 37
:37 :37

(AE) = (A0) = (AF)

3. i) Din simetrie sau congruenta =>=> <A =% A, =4 A3 =< A, =>
EAO = 2-mA, N — d
_s MEAD=2-mAy _ 240 = FAD =>=> AEAM = AFAM => (EM) = (FM) =
mFAO = 2 - mA; 5
=> AMEFisoscel Dar AEAFisoscel => AM L EF
ii)Un exemplu:
Clasaa Vll-a
1. i)=>m;n=m+1;p=m+2=>m+1—m+;n+2 m+1(4)
nZ_mp_(m+1)2_m(m+2) =...=1
ii)y—— y:—xz=1 >(x+z) —xz=1=>=>z-x=2=>

=>z=x+4+2,y=x+1 >c0ncluzia
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2. i) <=>y% —x? =2013%2 <=> (y + x)(y — x) = 20132 => (x,y) = (0,2013)
1

: ) — 22, CA1N2 5. —J. _
expl: (y + x)(y —x) = 3%-(11-61)* ii) fiecare termen are forma generala: DR N DR

11 1 1 1 1 k 1 1
VE (=) = VE () (7)) = <1 +\/m) (F-7)

1 1 .1 1 1 101 .1 1 1 1
2 (TF - \/k+1) Deci DT 2 (\/_E B \/k+1) =>a<2 (ﬁ AR R i \/2_013) =
1

2 (1 N \/2013) =>la] =1
3. i)

_ AD 1 _ _ .. Fie Mmijlocul lui [CG] => (CM) = (MG) = (DA)|
AADE~AGCE => 3= 2AD = CG darMG||DA
propr . propr .

—— GMADparalelogram —

H este si mijlocul lui DM => (DH) = (HM)

- oo Tlmij. AC AC
In AAGC: HMeste linie mijlocie =—= HM = - => DH = -

ii) de exemplu:

Clasa a Vlll-a

(Va-VB)'20  aipz2vab /e) |
1. i) (\/E_\/E)z >0<=>b+c>2Vb-c /-Va = cerinta
(Ve —va)’ =0 c+a=2Va-c /b

i) 7x% + 7xy + 6xy + 6y? = 2y? — 2x? sau 6x? + 7xy + 6xy + 7y? = 3y? — 3x?
(x +Y)(7x + 6y) = 2(y* — x*)(x + ¥)(6x + 7y) = 3(y* — x?)
7x +6y =2(y —x)6x + 7y =3(y — x)

6x+7 3 :
=>u=—€(@51

7x+6y 2 1€ Q
Sau9x? + 13xy + 4y> =0 /:y?...

a=2(7-3VZ+2V5) => %=1

3

i) => b = —3(v7 — 3v2 + 2v5) %+c=—§+§=OEN
1 1 1 1 1 2
c=l-Fr+Et ~FtF"3173)

i) 2vx — 2010 + 2,/y + 2012+ 2Vz -4 —x—y—2z—-1=0/ -1 <=>
x = 2011
(Vx—2010 — 1) + ({/y + 2012 — 1)+ (Vz—4—-1)2 = 0 <=> |y = —2011

z=5
Cond. pentru ... => x > 2010;y > —2012;z > 4
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a) ABB'E = ABCE' => (CE') = (B'E") => proiectiile varfului unghiului drept pe ipotenuza BE' vor fi
N T , o d . , ' '
gf;ig’;} L BE 1 (cPBYZL BE' 1 B'C b)Fie PQ L B'CsiBE' L (CPB) =>

BE' 1 PQVPQ L BE'siPQ L B'C => d(BE;B'C) = PQ

acelasi punct P =>

, cp - V30 - 2v/30

ACBE' =»cp =22 _ ,
ip BE
tranz ,
L , V30-2v30 | = (cP) = (B'P) = 2V/6
BE
,T.P. ,
ABEE = BE = 5V6

, _T.P.
PQmediand, indlime si bisectoarea < B'PCAPB Q = PQ = 3cm

Editia a X-a: 2014

Clasa a V-a

4X < TX
y=Ty

L a 013

+ 2013 <7(X+Yy)<=>X+y> 2

> 287 (A)

4xX =4X

4y <7y

(A) si (B) => 287 < x+y <504b) 343%" = (7°)°" =778 = 7°. 7710 = 343. 7%
161007 — (42)1007 — 42014 — 44 . 42010 — 256 . 42010 <:>343671 >161007

013

154(x+y)<2013<=>x+y<2 <504 (B)

2. a) Facem metoda reducerii la absurd
a<o672 a<o7

—b<672<=>b<671=a+b+c< 2013(F ) =>cel putin un numdr este mai mare ca 671
c<672 c<671

b) Presupunem ca fractia se simplifica prin d

=>d /38n+5=>d/53(38n+5)=>d /2014n+ 265

d/53n+7=>d/38(53n+7)=>d/2014n+266

=>d /1=> fractia ireductibila
3. a) dinii) =>a+2c=d-b

iiil)=>10a—10c =6+d —b <=>10a—-10c =6+a+2c <=>
3a—4c=2=a{2,4,6,8}

Fiea=2=>c=1=>d-b=a+2c=4=4-0=>2014;=5-1(F)-c=b  =6-2(F)-a=b
=7-3=>2317 .=8-4=>2418. =9—5=>2519 |
a=4=>4c=10(F)a=6=c=4=>d-b=14(F) a=8=>4c=22(F)

S = 2014+ 2317 + 2418+ 2519 = 9268 = 331 28

L1 a—r 1 ac+r+a-r a(c+1) a
c+1 ac+r) c+1  ac+r (c+1)-(ac+r) ac+r
i) %:1.(1+LJZE+L 6041:2014 =2 4048
6041 3 6041) 3 18123 2013
Clasaa Vl-a
1. a) Scadem 45 formatdin 1+2+3+...+9<=

<=> XLB—l + XL?—Z + X+13—3 +... X+9l—9 =0<=>
2 3 4 10
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Xx+1 x+1 X+1 1 1 1
<=>—+—+...+—:0<:>(x+1) I+
2 3 10 2 3 10

b) i) Fie (3a+11b):9=>b:3=>b=3p=>3(a+11p):9=>(a+1lp):3=>a+1lp=3h=>a=3h-11p
Atunci 6a—2b=6a—-6p=6(a—p)=6(3n-12p)=18(h—4p):18=> Pi9-18=162
i) Fie (6a—2b):9=>b:3=>b=3k =>6a—-6k =6(a—k):9=>a—k=3q=>a=3q+k
Atunci 3a+11b=3(3q+k)+33k =(90+36k):9 Cum (6a—2b):2=>P:2-9-9=162
1 1 1 1 1767

2. a) Impartim inegalitatea prin abcd => = +=+=+=+
a b c d abcd

j:0:> X+1=0<=>x=-1

<10 Suma maxima daca a,b,c,d

minime =>a=2b=3,c=5d=7=>S :9%<1O (A)

: .. 2014 1 1 1 1
b) i) — Clasa a V-a ||)-O—:_ 1+ _
8055 4 8055) 4 32220
3. Se poate folosi proprietatea punctelor de pe bisectoarea unui unghi sau congruente de triunghiuri

sBAD =aBFD(l.u.)=>(AB)=(FB), aAlIB=aFIB(lul.)=(Al)=(FI)
sAID =aFID(111.) => m(<DAI ) = m(<DFI ) = 45° => m(<IFG ) = 45°
Analog aCAE =aCGE (l.u.)=>(AC)=(GC), aAIC =AGIC(lul.)=>(Al)=(GlI)

aAIE =aGID(111) = m(<IAE ) = m(<«IGE ) = 45° => m(«IGF ) = 45° g m(<FIG)=90°

Clasaa Vll-a

1. a)Obs. p=2=>k*=7?(A)Dar 24p+1 este impar =>k =2t+1 si ecuatia devine
24+1=(2t+1)"<=> 24p+1=4t> +4t+1<=>6p =t(t+1)=>6-5sau p=5,6-7sau p=7
Discutie: —din6p =t(t+1)=>t =6usaut+1=6u=>6p=6u(6u+1)<=
p=u(bu+l)=>u=1=>p=7=>dint+1=6u=>t=6u—-1=>
=>6p=6u(6u—-1)=>p=u(bu—1)=>u=1p=>5

L1 m-—q 1 mn+g+m-gq m(m-+1) m
b) 1) 1+ = . — _
n+1" nm+q) n+1 mn+q (m+1)(mn+q) mn+q

.. 1151 1 144 1 1 1 1 1 1
N—==|1+—— |==|1+=| 1+ — | |==+—+——
2014 2 1007 ) 2 7 1007 2 14 14098
2. a) <=>a(a+1)=p*+2dina(a+l)=2q=> p=2<=>a(a+1)=2"+2
<=>a(a+1)-2=2" <=>a’+a-2=2" <=>(a+2)(a-1)=2"
Dar a+2 si a—1 sunt de paritati diferite
Cum a+2>2=>a-1=1=a=2=>2"=2>=Db=1

b) folosim inegalitatea mediilor % > Xy <=>

1( abd abc abd abc

— + >, / . =ab

20 ¢ d c d

1(bcd abc bcd abc

- + > / : =hc

2\ a d a d +
=Cz

1(bcd acd bcd acd

- + > ’ : =cd

2( a b a b

1 acd+abd S facd.abd _ad

20U b c b c
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3. a) Fie ACNBD={0O}
T.P.
2aOAB= AB? =0A’+OB* | + ) ) ) ) )
. = AB“+CD"=0A"+0B“+0C*+0D
»0ODC = DC? =0C? +0OD?
T.P.
2sOAD= AD?* =0A’ +0OD?| + | , , , , ,
. = AB“+CD" =0A“+0B“+0C“+0D
»OBC = BC? =0B* +0OC?
b) Construim CM L AB=>MB=AB-CD
T.P.
»BCM = BC? :(AB—CD)2 +AD? = AB® + AD?* + CD* - 2AB-CD <=>
BC? — AB? = AD* +CD? —2AB-CD (*)
Dina) = AD? + BC? = AB*> +CD? <=> BC* — AB®> =CD? — AD* =>
CD? - AD? = AD? + CD?-2AB-CD <=> AD? = AB-CD <=> AD =+/AB-CD

Trebuic 53 dem. c& AB-+CD > 2AD <=> AB+CD > 2-\/AB-CD <=> (VAB —/CD ) >0 (A)

Clasaa Vlll-a
1 a)a®’-1la’ —11b” +121=2014 <=>(a’ ~11) (b’ —11)=38-53
a?-11=38 a,=

<= =5 ={(7,8);(~7,-8):(7,-8);(-7.,8
v 11ss b = =T8T 8)i(7,-8) (7.8
a?-11=53 &, =

<= =5 ={(8,7);(-8,-7):(8,-7);(-8,7
112 7= S=EV(BTNBT)ET)
a?-11=19
b?-11=106
[a(x=2)+b]-[a(x+2)+b]=x*-2x-3<=>

a’x® +2abx+b?*—4a% = x* —2x—3<=> (a2 —l)x2+(2ab+2)x+b2 —4a’+3=0(V)xeR

f(x—2)=a(x-2)+b

(F) b) Fie f (x)=ax+b,a,beZ=> f(x+2)=a(x+2)+b:>

- 2 . . . ..
Daca a” —1#0, atunci ecuatia are maxim 2 solutii =>

» f,(x)=x+1 1 2
a’-1=0<=>a,,=Fl=b,=51= " Analog:2ab=0d = ==~
B, =F1=h, =5 f,(X)=-x+1 J 2 2
2. a) Deoarece 2x+1=n?si faptul ci printre numerele

2 2

2X+2,2%+3,...,3x+2(F)k? = 3x+2< (N+1)?5i 2 +1 =1 => x = =3 d 2_1+2<(n+1)2 o

n=1=>x=0(F)
n=2=>2x+1=4(F)
N=3=>2n+1=9=>x=4
n=4=>2x+1=16(F)

..=>n(n-4)<1=>n>4nuconvine => ne{l,2,3,4}=>

b) i) — -(1+

m-q)_ 1 mn+gq+m-q_ _ m
n+1

mn+q,) n+1 mn+q T mn+q
)£:1[1+£j:1 1+£[1+£j _1 l+E 1+i[l+ij =
420 2 210) 2 6 35 2 6 18 35
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1 1 1
+ +
2:6 2-6-18 2-6:18-35

1
=+
2

o 11 1 1
Exista si altd descompunere: —+=+-—+—
4 6 10 14

3. a) Fie a<b<c=>b-a=1=b=a+1

Din [c—d|=1=>d-c=1=>d =c+1

Dar @’ +b*+c? =d’=a’*+(a+D)*+c’ =(c+1)’<=...
..<=>a(a+l)=c
V:a-b-c:a-(a+1)-a-(a+1):[a(a+1)]2
V —2014| =min
FieV = (6-7) = 422 =1764

2
T =V =428 =1764
SauV = (7-8)° =56° = 3136

d=c+1=43
b)V=a-b-c=6-7-c=42°=>c=42=>
sau d =v/a?+b?+c? =43
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