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Capitolul
Oscilaþii ºi unde

mecanice
Oscilaþii ºi unde

mecanice

1

1.1. Oscilatorul mecanic
1.2. Oscilatori mecanici cuplaþi
1.3. Unde mecanice

Lecþiile pot fi asistate de calculator cu materialul obþinut folosind cuvinte cheie de
tipul pendullum, mechanic waves, earthquakes etc. pe pagina http://www.physics.org/
Coarde vibrante: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/waves/string.html#c3
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Mãrimi caracteristice (unitãþi de mãsurã)

x sau y – elongaþia (m)
A – amplitudinea (m)
(ωt ± ϕ) – faza miºcãrii oscilatorii (rad)
ω – pulsaþie – viteza de variaþie a fazei (rad/s)
v – vitezã de oscilaþie (m/s)
a – acceleraþia de oscilaþie (m/s2)
T – perioada, timpul în care se efectueazã o oscilaþie completã,

dupã care toate mãrimile caracteristice – elongaþia, viteza,
acceleraþia – se repetã identic (s)

ν – frecvenþa, numãrul de oscilaþii complete în unitatea de
timp (oscilaþii pe secundã = s–1 = Hz, hertzi)

v
f

– vitezã de fazã; viteza de propagare a frontului de undã (m/s)
λ – lungime de undã – distanþa dintre douã puncte succesive

de egalã fazã (m)

1.1. Oscilatorul mecanic

1.1.1. Fenomene periodice. Procese oscilatorii în naturã ºi în tehnicã

În jurul nostru observãm o serie de fenomene care se repetã; de exemplu:
bãtãile inimii, respiraþia vieþuitoarelor, ciclicitatea anotimpurilor, miºcarea
Pãmântului în jurul axei proprii sau în jurul Soarelui, bãtãile unei pendule,
curentul alternativ, miºcarea unui scrânciob ºi multe altele.

Fenomenele care se repetã la intervale egale de timp se numesc feno-
mene periodice.

Perioada, T, mãsoarã acest interval de timp ºi se mãsoarã în secunde (s).
Frecvenþa, ν, aratã de câte ori se repetã fenomenul ºi se mãsoarã în Hz (s–1).

ν = 1

T
.

Astfel, perioada de rotaþie a Pãmântului în jurul Soarelui este un an, în jurul
axei sale, o zi, bãtãile inimii de pui au o perioadã cuprinsã între 0,4 ºi 1,3 s.

Definiþie

Miºcarea periodicã în jurul unei poziþii fixe – numitã poziþie de echilibru –
este o miºcare oscilatorie periodicã.

Acesta este cazul pendulei, dar nu ºi al miºcãrii Pãmântului în jurul Soarelui
sau a axei proprii.

Miºcarea oscilatorie periodicã pentru care mãrimile caracteristice –
elongaþia, viteza de oscilaþie, acceleraþia oscilaþiei – sunt exprimate prin funcþiile
armonice sinus sau cosinus, este o miºcare oscilatorie armonicã.
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Studiul acestei miºcãri are o deosebitã importanþã, ea fiind des întâlnitã
în naturã ºi în tehnicã, de exemplu: pendula, vibraþiile instrumentelor cu corzi,
vibraþiile atomilor din molecule sau dintr-o reþea cristalinã, vibraþiile mole-
culelor de aer dintr-o undã sonorã.

Nu numai sistemele mecanice pot oscila. Astfel, în cazul undelor electro-
magnetice, mãrimile care oscileazã sunt vectorii asociaþi undei: intensitate
câmp electric ºi inducþie câmp magnetic.

1.1.2. Mãrimi caracteristice miºcãrii oscilatorii

Oscilaþiile mecanice ºi cele electromagnetice sunt descrise de aceleaºi
ecuaþii matematice.

Pentru a scrie ecuaþiile miºcãrii osci-
latorului liniar armonic, studiem concomitent
miºcarea circularã uniformã a unui punct
material ºi miºcarea proiecþiei acestuia pe
unul dintre diametre (fig. 1.1).

• Elongaþia este depãrtarea la un mo-
ment dat faþã de poziþia de echilibru. În re-
prezentarea din figura 1.1, elongaþia este
egalã cu OPsinα.

• Depãrtarea maximã faþã de poziþia
de echilibru O, se numeºte amplitudine A,
dupã cum se vede în figura 1.1, OP – raza
cercului, reprezintã amplitudinea pentru miº-
carea oscilatorie a proiecþiei PN.

În miºcarea circularã, din definiþia vitezei unghiulare ω, ºtim cã α = ωt.
Pulsaþia ω din miºcarea oscilatorie nu are nici o legãturã cu viteza unghiularã,
chiar dacã cele douã mãrimi au aceeaºi notaþie ºi aceeaºi unitate de mãsurã.

În concluzie, pentru elongaþie se poate scrie:
x = Asinωt.

• Dacã punctul material nu porneºte chiar din punctul O, atunci la
argumentul sinusului se adaugã sau se scade faza iniþialã ϕ.

• Deplasarea punctului material faþã de poziþia de echilibru, în funcþie
de timp, este datã de ecuaþia:

x(t) = Asin(ωt ± ϕ) sau y(t) = Acos(ωt ± ϕ)  ecuaþia elongaþiei. (1.1)
Scriem ecuaþiile vitezei ºi acceleraþiei miºcãrii oscilatorii în funcþie de

timp; pentru simplificare, vom considera ϕ = 0 ºi proiecþia pe diametrul Ox:

• viteza, v = 
d

d

x

t
 = Aωcosωt    ecuaþia vitezei miºcãrii oscilatorii; (1.2)

• acceleraþia,

= d

d

v
a

t
 = –Aω2sinωt     ecuaþia acceleraþiei miºcãrii oscilatorii. (1.3)

Miºcarea proiecþiei P N
pe diametrul Ox este o

miºcare oscilatorie
armonicã.

Fig. 1.1
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Pentru a reprezenta grafic cele trei
mãrimi – elongaþia, viteza ºi acceleraþia –
punem pe ordonatã cele trei mãrimi, iar
pe abscisã, timpul pânã la T, deoarece
dupã o perioadã mãrimile se repetã identic
(fig. 1.2). Tabelul 1 aratã valorile acestor
mãrimi pe parcursul unei perioade, la in-
tervale de T/4.

Variaþia în timp a elongaþiei,
vitezei ºi acceleraþiei pentru

o oscilaþie armonicã.

timpul t 0 T/4 T/2 3T/4 T

faza
2

t t
T

π
ω = 0

2

π
π

3

2

π
2π

elongaþia x = Asinωt 0 A 0 –A 0

viteza v = Aωcosωt Aω 0 –Aω 0 Aω
acceleraþia a = –Aω2sinωt 0 –Aω2 0 Aω2 0

Fig. 1.2

Întâlnim termenii:
• amplitudinea vitezei sau viteza maximã,

maxv A= ω ;
• amplitudinea acceleraþiei sau acceleraþia maximã,

2
maxa A= ω .

Dacã observãm un pendul simplu (sau gravitaþional) – adicã un corp greu
(considerat punct material) suspendat de un fir inextensibil (pentru ca lungimea
sã nu se schimbe) – constatãm cã pentru acest sistem sunt variabile distanþa
faþã de poziþia de echilibru – elongaþie sau amplitudine liniarã – ºi unghiul
fãcut de fir faþã de poziþia iniþialã a firului – elongaþie sau amplitudine unghiularã.

1.1.3. Modelul oscilatorului liniar armonic

În cazul unui oscilator armonic, forþa este direct proporþionalã cu elon-
gaþia, iar frecvenþa nu depinde de amplitudine.

Oscilaþiile mici sunt întotdeauna armonice. Efectele anarmonice apar
la oscilaþii de amplitudine mare.

Un exemplu de oscilator armonic ideal este un corp de masã m, legat
de un resort având constanta elasticã k, liber sã se miºte pe o suprafaþã ori-
zontalã fãrã frecãri. Acesta oscileazã sub acþiunea forþei elastice F = –kx
(fig. 1.3). Oscilaþiile pe verticalã ale unui asemenea resort au fost studiate în
clasa a IX-a.

Pentru a gãsi perioada de oscilaþie, T, scriem principiul fundamental al
dinamicii:

Tabelul 1

Expresiile vitezei ºi aceleraþiei miºcãrii oscilatorii se pot obþine ºi prin
proiectarea mãrimilor vitezã liniarã ºi acceleraþie centripetã din miºcarea
circularã pe axele Ox ºi, respectiv, Oy (fig. 1.1).
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ma = –kx.
Dar:
a = –Aω2sinωt ºi x = Asinωt,

de unde:
–mAω2sinωt = –kAsinωt,

 rezultã:
mω2 = k             (1.6)

sau 2 k

m
ω = ; 

2

2

4 k

T m

π = ;

obþinem 2
m

T
k

= π .              (1.7)

Pendulul gravitaþional
 1

Forþa care îl readuce în poziþia de echilibru este F = –mgsinα. Aceastã
forþã nu este proporþionalã cu elongaþia unghiularã, α, ci cu sinα, deci miº-
carea rezultantã nu este o miºcare armonicã. Însã, dacã unghiul α este mic,
α < 5°, sinα �  α ºi F = –mgα.

Acest tip de pendul se numeºte pendul gravitaþional sau pendul simplu.
Sã determinãm perioada unui asemenea pendul de lungime l (fig. 1.4).

Aplicãm legea a II-a a dinamicii:
ma = –mgsinα.

Semnul (–) aratã cã pe mãsurã ce unghiul scade,
viteza creºte, atingând valoarea maximã în poziþia de
echilibru.

Însã, în acest caz, a = –lω2sinα, întrucât depã-
rtarea maximã faþã de poziþia de echilibru este l.

Rezultã:
–lω2sinα = –gsinα,

de unde: lω2 = g; ω2 = 
g

l
 ºi

                      2T
g

= π
l

. (1.8)

Din relaþia 1.8, se pot „citi” legile pendulului gravitaþional:

Modelul oscilatorului liniar
armonic.

Fig. 1.3

Pendulul
gravitaþional.Fig. 1.4

Legea 1. Perioada de oscilaþie nu depinde de natura substanþei din care
este constituit pendulul (legea substanþelor).

Legi

1 v. http://www.bsharp.org/physics/stuff/swings.html, www.gmi.edu/~drussell/Demos/
Pendulum/Pendula.html, http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/viewtopic.php?t=27
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Legea 2. Perioada de oscilaþie este direct proporþionalã cu rãdãcina

pãtratã din valoarea lungimii pendulului ( )T ∼ l .

Legea 3. Perioada de oscilaþie este invers proporþionalã cu rãdãcina

pãtratã din valoarea acceleraþiei gravitaþionale g 
1

T
g

 
   
∼ .

Observaþie: Dacã pendulul este supus ºi acþiunii altor forþe, în locul
acceleraþiei gravitaþionale, g, apare acceleraþia imprimatã de rezultanta forþelor
ce acþioneazã asupra punctului material de masã m.

Energia oscilatorului armonic

În câmp de forþe conservativ, energia mecanicã se conservã:
E

t
 = E

c
 + E

p
.

Energia cineticã este:
2 2 2 2cos

2 2
c

mv mA t
E

ω ω= = . (1.9)

Energia potenþialã de deformare a resortului este:
2 2 2sin

2 2
p

kx kA t
E

ω= = ,

iar conform relaþiei 1.6:

2 2 2sin

2
p

m A t
E

ω ω= . (1.10)

Deci ºi energia cineticã ºi energia potenþialã sunt
dependente de timp. Energia totalã a oscilatorului ar-
monic este:

                          

2 2

2
t

m A
E

ω= (1.11)

ºi este independentã de timp. În sistemele nedispative nu
se absoarbe energie, deci amplitudinea ºi frecvenþa ν,
rãmân aceleaºi (fig. 1.5).

Dependenþa
de elongaþie

Fig. 1.5

1. Un pendul gravitaþional este amplasat într-un vagon de tren care se
deplaseazã cu acceleraþia a

G
 (fig. 1.6). Sã se determine perioada de oscilaþie a

pendulului.

• Din figurã se vede cã:
ma = mgtgα;

a = gtgα;

Aplicaþii

a energiei unui
oscilator armonic.
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2 2
2T

a g
= π

+
l

.

Mãsurarea unghiului α poate fi folo-
sitã ca o metodã de determinare a accele-
raþiei de miºcare a vehiculelor: perioada
de oscilaþie se determinã mãsurând N os-

cilaþii complete ale pendulului 
t

T
N

 =  
,

lungimea l a pendulului se cunoaºte,
unghiul de deviere a pendulului, α, se
mãsoarã.

2. Un pendul este amplasat într-un lift (fig. 1.7) care se deplaseazã cu
acceleraþia a

G
. Sã se determine perioada de oscilaþie a pendulului.

• Când liftul urcã având accele-
raþia a

G
, (fig. 1.7, a)

2T
g a

= π
+
l

ºi când liftul coboarã cu acceleraþia a
G

,

2T
g a

= π
−
l

 (fig. 1.7, b).

Fig. 1.6
Metodã de determinare a

acceleraþiei cu care se miºcã
unele vehicule.

Forþele ce acþioneazã asupra
pendulului de masã m:Fig. 1.7

1. Determinarea acceleraþiei gravitaþionale cu pendulul simplu
Se mãsoarã lungimea pendulului gravitaþional.
Se scoate pendulul simplu din poziþia de echilibru dându-i o amplitudine

unghiularã micã (~5°); pornind cronometrul, se mãsoarã timpul în care pendulul
executã 10–20 de oscilaþii complete ºi se calculeazã perioada de oscilaþie, a
cãrei valoare o folosim pentru a determina valoarea acceleraþiei gravitaþionale:

2T
g

= π
l

 ⇒ 
2

2

4
g

T

π
=

l
.

2. Determinarea constantei elastice, k a unui resort prin metoda staticã
ºi prin metoda dinamicã

– Metoda staticã. De un resort se suspendã, pe rând, diferite mase marcate
(1 g, 2 g, 3 g, 5 g º.a.m.d.). Într-un tabel se noteazã alungirile. Se reprezintã
grafic, pe ordonatã mg ºi pe abscisã alungirile (fig. 1.8).

Experimente

a – liftul urcã cu acceleraþia a
G

;
b – liftul coboarã cu acceleraþia a

G
.



Oscilaþii ºi unde mecanice10

1

pag 10 – Magenta Black

Panta dreptei ce trece printre punc-

tele experimentale este 
F

k
y
=  (N/m).

– Metoda dinamicã. Se cântãreºte
resortul ºi masa corpului suspendat (m).

Se pune sistemul în oscilaþie ºi se
mãsoarã timpul în care se efectueazã N
oscilaþii. Împãrþind timpul la numãrul
de oscilaþii, se calculeazã perioada de
oscilaþie T. Dar ºtim cã T este:

2

2

4
2

m m
T k

k T

π= π ⇒ = .

Pentru acelaºi resort, determinarea constantei elastice prin metoda staticã
ºi prin metoda dinamicã trebuie sã ducã la aproximativ acelaºi rezultat.

1.1.4. Oscilaþii mecanice amortizate

Oscilaþiile stau la baza conceperii ºi construcþiei aparatelor tehnice.
Oscilaþia unei membrane supraelastice asigurã obþinerea acurateþei micro-
foanelor ºi difuzoarelor. Ceasurile moderne sunt prevãzute cu cristale de cuarþ
ale cãror oscilaþii sunt stabile ºi depind foarte puþin de temperaturã. Amorti-
zoarele transformã energia oscilaþiilor în cãldurã, înlãturând oscilaþiile dãunãtoare.

Oscilaþiile unor componente ale maºinilor produc zgomote nedorite.
Anumite oscilaþii uzeazã materialele ºi le scad performanþele. Oscilaþiile elec-
tronilor din rezistoare ºi tranzistoare sunt responsabile pentru zgomotele din
circuitele electronice de amplificare.

În concluzie, pentru realizarea unor aparate sau dispozitive trebuie sã
se þinã seama de pãrþile pozitive ºi de cele negative ale oscilaþiilor chiar în faza
de proiect.

Oscilaþia poate fi periodicã sau cvasiperiodicã. Dacã amplitudinea os-
cilaþiei este constantã în timp, oscilaþia este neamortizatã.

Conform principiului fundamental al dinamicii, aceastã miºcare este
descrisã de ecuaþia:

ma = –kx,
care mai poate fi scrisã sub forma:

2

2

d
0

d

x
m kx

t
+ =  sau m x��  + kx = 0. (1.12)

Relaþia (1.12) este o ecuaþie diferenþialã.
În realitate, oscilaþiile sunt amortizate. În cazul oscilaþiilor mecanice

amortizarea se datoreazã frecãrilor, iar în cazul oscilaþiilor electrice – rezis-
tenþei chimice.

Determinarea
constantei elastice k
prin metoda staticã.

Fig. 1.8
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În cazul în care amplitudinea scade
lent în timp, oscilaþiile sunt cvasiperiodice.

La oscilaþiile amortizate deosebim
trei cazuri:

1. Forþa de rezistenþã nu depinde de
vitezã, F

R
 = µF

N
 (frecare între diferitele piese

solide, frecare în lagãre).
În acest caz, amplitudinea scade li-

niar în timp (fig. 1.9) ºi perioada este acelaºi
cu cea a oscilatorului neamortizat.

La instrumentele cu ac indicator
trebuie micºoratã cât mai mult frecarea,
pentru ca acul sã revinã cât mai repede la
indicaþia de zero.

2. Forþa de rezistenþã este direct proporþionalã cu viteza, 
RF rv= −
JJG G

.

3. Forþa de rezistenþã este direct proporþionalã cu pãtratul vitezei. Acesta
este cazul miºcãrii într-un mediu vâscos, în regim de curgere turbulentã.

Ne vom opri asupra cazului când forþa de rezistenþã este direct pro-
porþionalã cu viteza; este situaþia unui punct material care se deplaseazã cu
o vitezã relativ micã, într-un mediu vâscos, în regim de curgere laminarã.

Vom considera un oscilator liniar armonic, care oscileazã într-un mediu
în care întâmpinã forþa de rezistenþã

F
R
 = –rv,

unde r se numeºte coeficient de rezistenþã. În SI, r se mãsoarã în kg/s:

[ ] N s

m
r

⋅
=  = kg/s.

Întrucât asupra sistemului de masã m, care oscileazã cu acceleraþia a,
acþioneazã forþa elasticã ºi forþa de rezistenþã, miºcarea este descrisã de ecuaþia:

ma = –kx – rv,
care mai poate fi scrisã sub forma:

2

2

d
0

d

x
m kx rv

t
+ + =

sau           0mx rx kx+ + =�� �        (1.13)
În analiza matematicã, soluþia

se gãseºte de forma:

sin( )tx Ce t−δ= ω + ϕ .

Important de reþinut este faptul
cã amplitudinea scade exponenþial cu
timpul (fig. 1.10):

A = Ce–δt.

Când forþa de rezistenþã,
F

R
, nu depinde de vitezã,

amplitudinea scade liniar
în timp.

Fig. 1.9

Amplitudinea scade
exponenþial cu timpul.

Fig. 1.10
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Mãrimea δ se numeºte factor de amortizare ºi este definitã ca fiind:

2

r

m
δ = , [δ]

SI
 = s–1.

Pulsaþia miºcãrii amortizate este legatã de factorul de amortizare prin
relaþia:

2 2
0ω = ω − δ .

Mãrimea ω
0
, definitã de relaþia 0

k

m
ω = , este pulsaþia proprie a oscila-

torului în absenþa amortizãrii, iar ω se numeºte pseudopulsaþie.

În funcþie de mãrimea factorului de amortizare, δ, deosebim trei cazuri:
1. δ < ω

0
: în acest caz oscilaþiile sunt sinusoidale ºi se numesc oscilaþii

amortizate pseudoperiodice cu pseudoperioada T, datã de relaþia:

2 2
0

2 2
T

π π= =
ω ω − δ .

Dupã cum se vede, pseudoperioada este mai mare decât perioada proprie
în absenþa amortizãrii:

0

0

2
T

π=
ω .

Amplitudinea oscilaþiilor amortizate pseudoperiodice scade exponenþial
în timp (fig. 1.9).

2. δ > ω
0
: factorul de amorti-

zare este mare ºi în acest caz miºcarea
este aperiodicã. Deoarece amortiza-
rea este mare, sistemul nu mai poate
efectua oscilaþii ºi se opreºte în po-
ziþia de echilibru dupã un timp cu
atât mai îndelungat cu cât amortiza-
rea este mai mare (fig. 1.11). Dupã
cum se vede din figurã, elongaþia
tinde asimptotic cãtre zero.

3. δ = ω
0
: miºcarea se numeºte aperiodicã criticã. Deviaþia decurge mai

rapid decât în cazul oscilaþiilor periodice sau aperiodice (curba punctatã c din
figura 1.11). Este trecerea de la oscilaþii periodice la oscilaþii aperiodice. Se
aplicã în cazul aparatelor cu ac indicator, în care deviaþia finalã (indicaþia
acului) trebuie sã fie atinsã cât mai rapid.

Amortizarea este importantã în cazul sistemelor mecanice vibrante.
În cazul microfoanelor ºi difuzoarelor, amortizarea vibraþiilor mem-

branelor asigurã o captare ºi o redare mai fidelã a sunetelor.

Miºcare amortizatã
aperiodicã.

Fig. 1.11
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1.1.5. Oscilaþii mecanice întreþinute. Oscilaþii mecanice forþate

Disiparea de energie mecanicã a sistemului oscilant prin frecare poate
fi compensatã prin furnizarea periodicã de energie. Sursa energeticã poate fi
externã sau internã (autoexcitaþie).

Resortul unui ceasornic sau corpul greu care atârnã la o pendulã fur-
nizeazã energia externã necesarã.

Într-un ceas electric, aceastã energie este furnizatã de o pilã electricã.
Sistemele mecanice vibrante ºi multe dintre sursele acustice (generatori

de ultrasunete, difuzoare) sunt menþinute în stare de oscilaþie prin forþe pe-
riodice externe, numite forþe excitatoare.

Considerãm cazul în care sistemul oscilant, numit ºi rezonator, nu in-
fluenþeazã în nici un fel forþa excitatoare.

În cazul oscilaþiilor armonice forþa aplicatã are forma:
F = F

0
sinΩt.

La început, rezonatorul este defazat faþã de forþa excitatoare, deoarece
miºcarea începe dupã ce i se transferã energie. Experienþa aratã cã dupã tre-
cerea unui regim tranzitoriu se stabileºte un regim permanent, în care rezo-
natorul efectueazã oscilaþii întreþinute de amplitudine constantã.

1.2. Oscilatori mecanici cuplaþi

1.2.1. Compunerea oscilaþiilor paralele.
(*) Compunerea oscilaþiilor perpendiculare

Ca urmare a faptului cã un punct material este supus acþiunii mai multor
forþe, acesta va efectua o miºcare rezultantã.

Dacã punctul material este supus acþiunii simultane a douã forþe care
produc oscilaþii armonice, fenomenele care apar depind de modul în care se
efectueazã oscilaþiile – dacã sunt pe aceeaºi direcþie sau pe direcþii perpen-
diculare între ele – ºi de raportul frecvenþelor celor douã oscilaþii care se compun.

Compunerea oscilaþiilor armonice paralele
Prin suprapunerea a douã oscilaþii armonice de aceeaºi frecvenþã ºi

aceeaºi direcþie se obþine tot o oscilaþie armonicã de aceeaºi frecvenþã ºi aceeaºi
direcþie.

Ecuaþiile elongaþiilor celor douã oscilaþii care se compun, având ampli-
tudini diferite, a

1
 ºi a

2
, ºi faze iniþiale diferite, ϕ

1
 ºi ϕ

2
, sunt:

x
1
 = a

1
sin(ωt + ϕ

1
) ºi x

2
 = a

2
sin(ωt + ϕ

2
).

Metoda trigonometricã
X = x

1
 + x

2
.

Elongaþia oscilaþiei rezultante X este:
X = Asin(ω + ϕ).

Deci: Asin(ωt + ϕ) = a
1
sin(ωt + ϕ

1
) + a

2
sin(ωt + ϕ

2
).
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Folosind formulele trigonometrice ale sinusului sumei de unghiuri, se
obþine:

Asinωtcosϕ + Acosωtsinϕ =
= a

1
sinωtcosϕ

1
 + a

1
cosωtsinϕ

1
 + a

2
sinωtcosϕ

2
 + a

2
cosωtsinϕ

2

sau:
Asinωtcosϕ + Acosωtsinϕ = sinωt(a

1
cosϕ

1
 + a

2
cosϕ

2
) + cosωt(a

1
sinϕ

1
 + a

2
sinϕ

2
),

de unde rezultã:
Asinϕ = a

1
sinϕ

1
 + a

2
sinϕ

2

Acosϕ = a
1
cosϕ

1
 + a

2
cosϕ

2
.

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
tg

cos cos

a a

a a

ϕ + ϕϕ =
ϕ + ϕ . (1.14)

Relaþia 1.14 exprimã faza iniþialã a oscilaþiei rezultante, ϕ, în funcþie de
amplitudinile ºi fazele iniþiale ale oscilaþiilor care se compun.

Amplitudinea oscilaþiei rezultante, A, se obþine ridicând la pãtrat relaþiile
pentru Asinϕ ºi Acosϕ ºi adunându-le:

2 2 2
1 2 1 22 cosA a a a a= + + ∆ϕ . (1.15)

∆ϕ este diferenþa de fazã dintre oscilaþiile care se compun.

Metoda geometricã (metoda fazorilor sau a vectorilor rotitori)

Cele douã miºcãri oscilatorii pot
fi reprezentate prin fazorii 

1a
JG

 ºi 
2a
JJG

 care
se rotesc cu viteza unghiularã constantã
ω
JG

. Vectorul rezultant (fig. 1.12) este:

1 2A a a= +
JG JG JJG

,

iar modulul va fi:

( ) ( )1 2 1 2A A a a a a⋅ = + ⋅ +
JG JG JG JJG JG JJG

,

adicã:
2 2 2

1 2 1 22 cosA a a a a= + + ∆ϕ .

Din figurã, rezultã:

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
tg

cos cos

a a

a a

ϕ + ϕϕ =
ϕ + ϕ .

Amplitudinea oscilaþiei rezultante (fig. 1.13) este determinatã de valoarea
diferenþei de fazã dintre oscilaþiile care se compun.

a) Amplitudinea este maximã dacã ∆ϕ = 2kπ ºi este: A = a
1
 + a

2
 (fig. 1.13, a).

Cele douã oscilaþii sunt în fazã.
b) Dacã ∆ϕ = (2k + 1)π, rezultã A = 1 2a a−  (fig. 1.13, b). Cele douã

oscilaþii sunt în opoziþie de fazã. Dacã a
1
 = a

2
, oscilaþia se stinge.

Compunerea vectorilor
rotitori care reprezintã

miºcãri oscilatorii armonice
de aceeaºi pulsaþie.

Fig. 1.12
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c) În cazurile în care ∆ϕ = (2k + 1)
2

π
, rezultã: 2 2

1 2A a a= + .

În cazul a douã oscilaþii de aceeaºi direcþie, dar de frecvenþe diferite, ω
1

ºi ω
2
, miºcarea nu mai este sinusoidalã, dar este periodicã.

Dacã frecvenþele sunt apropiate apare fenomenul bãtãilor.
Acest fenomen se foloseºte la obþinerea unor sunete modulate în frecvenþã

(tremolo) la unele instrumente muzicale precum orga sau acordeonul.
În concluzie, bãtãile sunt fluctuaþiile în amplitudine produse de douã

oscilaþii cu frecvenþe puþin diferite.

(*) Compunerea oscilaþiilor perpendiculare de frecvenþe egale
Presupunem douã puncte materiale care oscileazã pe direcþii perpen-

diculare ºi ale cãror elongaþii sunt exprimate prin relaþiile:
x = Axsin(ωt + ϕ

1
) ºi y = Aysin(ωt + ϕ

2
).

Dacã: ϕ
1
 = ϕ

2
 → yx

y x

AAx
y x

y A A
= → = ; miºcarea rezultantã este o dreaptã

a cãrei pantã (tangentã) este y

x

A

A
 (fig. 1.14, a).

Oscilaþia rezultantã: a) A = a
1
 + a

2
; b) A = a

1
 – a

2
.

Compunerea a douã oscilaþii perpendiculare.Fig. 1.14

Fig. 1.13
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Dacã: ϕ
1
 ≠ ϕ

2
 ºi ∆ϕ = ϕ

2
 – ϕ

1
 = 

2

π
, iar ϕ

1
 = 0 → 2

2

πϕ = .

sinsin

sin
cos2

x
x

y

y

x
tx A t

A

yy A t
t

A

 ω == ω   ⇒π   = ω +   ω =  

sin2ωt + cos2ωt = 1 → 
22

2 2
1

x y

yx

A A
+ = ;

miºcarea rezultantã este o elipsã (fig. 1.14, c).

Dacã A
x
 = A

y
 = A ºi 

2 2

2 2
1

2

x y

A A

π
∆ϕ = → + = ;

miºcarea rezultantã este un cerc (fig. 1.14, b).
Dacã frecvenþele celor

douã oscilaþii perpendiculare
diferã, dar sunt în raport de
numere întregi, se obþin figuri
combinate numite figuri Lis-
sajous (fig. 1.15).

Raportul dintre cele douã
frecvenþe, ν

x
 / ν

y
, este dat de

numãrul punctelor de inter-
secþie a traiectoriei cu cele
douã axe perpendiculare Ox
ºi Oy.

1.2.2. Rezonanþa. Aplicaþii

În cazul în care rezonatorul influenþeazã oscilatorul, oscilaþiile sunt
cuplate.

Sã considerãm un sistem simplu: douã pendule
gravitaþionale identice cuplate printr-un resort fin
(fig. 1.16).

Punând unul dintre pendule în oscilaþie, vom ob-
serva cã amplitudinea sa scade treptat timp în care începe
sã oscileze celãlalt pendul; amplitudinea acestuia creºte,
ajungând la maxim atunci când primul pendul ajunge
în poziþia de echilibru; apoi fenomenul se repetã în sens
invers.

Dacã neglijãm frecãrile, putem considera cã sis-
temul format este izolat ºi, prin urmare, energia mecanicã

Figurile lui Lissajous.Fig. 1.15

Oscilatori
cuplaþi.

Fig. 1.16
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se conservã. Oscilaþiile au loc datoritã trecerii succesive a energiei sistemului
de la un pendul la altul.

Studiul
experimental al

fenomenului
de rezonanþã.

 Experiment

Un motor electric transformã miºcarea circularã
a resortului prins de el într-o miºcare liniarã, prin inter-
mediul unui excentric. Cu ajutorul unui reostat se variazã
turaþia motorului (fig. 1.17).

Înainte de cuplarea resortului, mãsurãm constanta
elasticã, k, ºi determinãm pulsaþia proprie a sistemului
format din resort ºi corpul de masã m, prins de acesta:

0

k

m
ω = ,

în care m este masa resortului ºi a corpului.
De resort se prinde un ac indicator, care marcheazã

elongaþiile resortului pe o riglã gradatã.
Se efectueazã întâi mãsurãtorile pentru oscilaþia în aer.
Se va observa cã pe mãsurã ce creºte turaþia motorului (excitatorul),

creºte ºi amplitudinea oscilaþiilor resortului (rezonatorul). La un moment dat,
amplitudinea devine maximã, dupã care scade, deºi turaþia motorului creºte
în continuare.

Reprezentând grafic amplitudinile citite pe
rigla gradatã în funcþie de turaþia motorului, se vor
obþine curbe asemãnãtoare cu cele din figura 1.18.
Operaþia se poate repeta ºi când sistemul osci-
leazã într-un vas cu apã.

Curba de rezonanþã:
(1) frecare micã; (2)

frecare mare.

Definiþie

Fenomenul de rezonanþã are loc atunci când
frecvenþa forþei excitatoare devine egalã cu frec-
venþa proprie a rezonatorului.

În acest moment, amplitudinea devine maximã ºi transferul de energie
de la excitator la rezonator este maxim.

Rezonanþa poate fi utilã uneori, alteori, dãunãtoare.
Exemple:
• În construcþia generatoarelor de ultrasunete se impune transfer maxim

de energie, deci frecvenþa proprie a cristalului de cuarþ (rezonatorul) sã fie egalã
cu frecvenþa forþei excitatoare pentru a putea emite ultrasunetul de frecvenþa
doritã.

Fig. 1.17

Fig. 1.18
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• Dacã un numãr mare de oameni mãrºãluiesc în pas cadenþat pe un
pod suspendat, acesta începe sã oscileze. Când frecvenþa proprie de oscilaþie
devine egalã cu frecvenþa imprimatã de paºii cadenþaþi, podul oscileazã în
rezonanþã, amplitudinea devine maximã ºi acesta se poate rupe.

• Formele ºi dimensiunile cutiilor instrumentelor muzicale sunt con-
struite în funcþie de sunetul care trebuie întãrit. Acestea intrã în rezonanþã când
frecvenþa surselor este egalã cu frecvenþa lor proprie.

• Când se fixeazã motoare pe suporturi elastice sau pe grinzi, este im-
portant ca turaþia motorului sã nu depãºeascã frecvenþa proprie de vibraþie a
suporturilor pentru a nu se produce ruperea sau fisurarea acestora.

Probleme rezolvate

1. Ce lungime trebuie sã aibã un pendul care bate secunda la Bucureºti?
(g = 9,8055 m/s2).

Rezolvare
Un pendul care bate secunda are perioada T = 2 s.

2
l

T
g

= π ; 
2

24

T g
l =

π
.

Înlocuind numeric: 
4 9,80551

0,994
4 9,86

l
⋅= =
⋅

 m.

2. Un punct material oscileazã dupã o lege sinusoidalã. La momente
diferite, elongaþiile sunt x

1
 ºi x

2
, iar vitezele corespunzãtoare sunt v

1
 ºi v

2
. Sã

se exprime amplitudinea, A, ºi pulsaþia oscilaþiei armonice, ω.

Rezolvare
x

1
 = Asin(ωt

1
 + ϕ

1
);

v
1
 = Aωcos(ωt

1
 + ϕ

1
);

2
1
2

x

A
 = sin2(ωt

1
 + ϕ

1
); 

2
21

1 12 2
cos ( )

v
t

A
= ω + ϕ

ω
; 

2 2
1 1
2 2 2

x v

A A
+

ω
 = 1.

x
2
 = Asin(ωt

2
 + ϕ

2
);

v
2
 = Aωcos(ωt

2
 + ϕ

2
);

2
2
2

x

A
 = sin2(ωt

2
 + ϕ

2
); 

2
22

2 22 2
cos ( )

v
t

A
= ω + ϕ

ω
; 

2 2
2 2
2 2 2

1
x v

A A
+ =

ω
.

Rezultã:

2 2 2 2
1 1 2 2
2 2 2 2 2 2

x v x v

A A A A
+ = ⋅

ω ω
 ⇒ 

2 2
2 1 2

2 2
2 1

v v

x x

−ω =
−

; 
2 2
1 2
2 2
2 1

v v

x x

−ω =
−

; 
2

2 2 1
1 2

v
A x= +

ω
.



Oscilaþii ºi unde mecanice 19

1

pag 19 – Magenta Black

Înlocuind în expresia amplitudinii pe ω, obþinem:

2 2 2 2
1 2 2 1

2 2
1 2

v x v x
A

v v

−=
−

.

3. Un corp de greutate G este prins de un
resort elastic ºi aºezat pe un plan înclinat de unghi
α, ca în figura 1.19. Elongaþia iniþialã a resortului
este d. Scoþând sistemul din repaus, elongaþia de-
vine 3d. Sã se scrie ecuaþia de miºcare, conside-
rând momentul iniþial atunci când resortul are
lungimea 3d. Se neglijeazã frecarea.

Rezolvare
Ecuaþia este de forma: x = Asin(ωt + ϕ).
Amplitudinea este: A = 3d – d = 2d.
Deformarea resortului este produsã de forþa Gsinα, deci:

Gsinα = kd ⇒ 
sinG

k
d

α= .

La momentul t = 0, x = A: A = Asinϕ ⇒ sinϕ = 1; 
2

πϕ = .

2 sink g
k m

m d

α= ω ⇒ ω = = .

Deci, ecuaþia oscilaþiei este: x(t) = 2dsin
sin

2

g
t

d

 α π+ 
 

.

4. Un oscilator armonic de masã m = 6 g ºi constantã elasticã k = 2,4 N/m
are la momentul t = 0 o elongaþie x = 3 cm ºi o vitezã iniþialã v

0
 = 0,7 m/s.

Sã se calculeze: pulsaþia, perioada, amplitudinea, viteza maximã, faza
iniþialã ºi sã se scrie ecuaþia oscilaþiei.

Rezolvare
Din relaþia 1.6 ºtim cã:

8

2,4

6 10

k

m −ω = =
⋅

 = 20 s–1.

2 6,28

20
T

π= =
ω

 = 0,314 s.

Energia totalã a oscilatorului la momentul iniþial t = 0 este:
2 2

0

1 1

2 2
E kx mv= + ;

înlocuind numeric, se obþine: E = 25,5 · 10–4 J.

Fig. 1.19
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Energia totalã se conservã, deci:
2 2

max

2 2

kA mv
E = = ,

de unde putem calcula amplitudinea ºi viteza maximã.

42 25,5 10 2

2,4

E
A

k

−⋅ ⋅= =  = 4,61 cm ºi 
4

max 3

2 2 25,5 10

6 10

E
v

m

−

−

⋅ ⋅= =
⋅

 = 0,922 m/s.

Ecuaþia oscilaþiei armonice fiind de forma:
x = Asin(ωt + ϕ),

la momentul t = 0 → x = Asinϕ → 
3

sin 0,651
4,61

x

A
ϕ = = � .

Unghiul transformat în radiani dã aproximativ valoarea:
ϕ = 0,71 rad.

Ecuaþia oscilatorului poate fi scrisã sub forma:
x(t) = 4,61sin(20t + 0,71) cm.

Probleme propuse

Pentru problema rezolvatã 3, sã se exprime momentul la care ener-
gia cineticã este egalã cu energia potenþialã.

R: 
4 sin

d

g

π
α

.

Sã se scrie ecuaþia oscilaþiilor armonice, cunoscând perioada T,
faza iniþialã ϕ, energia totalã E

t
 ºi F

max
, care pune sistemul în oscilaþie.

R: 
max

2 2
( ) sintE

x t t
F T

π = + ϕ  
.

Platanul de masã m
1
 = 100 g al unui resort elastic executã pe

direcþie verticalã oscilaþii armonice de amplitudine A = 10 cm. Când
platanul se aflã în poziþia extremã inferioarã, pe el se aºazã, fãrã ºoc, un
corp cu masa m

2
 = 25 g, din care cauzã oscilaþia se opreºte brusc. Care

este lungimea pendulului gravitaþional ce are aceeaºi perioadã cu pe-
rioada oscilaþiilor platanului?

R: 0,4 m.

Un pendul conic este format dintr-un mic corp atârnat de un fir
de lungime l = 1 m. În timpul rotaþiei, firul face unghiul α = 45° cu
verticala. Sã se calculeze perioada de oscilaþie a pendulului.

R: ≅  1,67 s.

1.

2.

3.

4.
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Ecuaþia oscilaþiei unui punct material de masã m = 5 · 10–3 kg

este x(t) = 2 1
5 3 10 sin cos

3
t t−  ⋅ ω − ω  

 (m), unde ω = 10 rad/s. Sã

se determine faza iniþialã ºi amplitudinea.

R: 
6

π
; 10–1 m.

Care este raportul dintre perioadele de oscilaþie ale unui corp
suspendat de douã resorturi, având constantele elastice k

1
 ºi k

2
, legate

întâi în serie ºi apoi în paralel?

R: 1 2

1 2

k k

k k

+
.

Un oscilator liniar de masã m = 0,5 g este scos din poziþia de
echilibru pânã la o distanþã A = 2 · 10–2 m. Stiind cã forþa elasticã este
F = 1,936 N, sã se calculeze pulsaþia oscilaþiilor ºi energia totalã a
oscilatorului în timpul oscilaþiilor.

R: 440 Hz; 19,36 · 10–3 J.

Un corp efectueazã o miºcare oscilatorie armonicã descrisã de

ecuaþia x = 0,1sin 2
4

t
π π +  

 m. Sã se determine valoarea maximã a

vitezei ºi a acceleraþiei în cursul oscilaþiei.
R: 0,628 m/s; 3,94 m/s2.

Un corp suspendat de un resort executã oscilaþii armonice. Dacã
la momentul t

1
 are elongaþia y

1
 = 10 cm ºi la momentul t

2
 are elongaþia

este y
2
 = 20 cm, iar vitezele corespunzãtoare acestor momente sunt

v
1
 = 0,2 m/s, respectiv v

2
 = 8 · 10–2 m/s, care este valoarea amplitudinii

ºi a pulsaþiei?
R: 21,8 cm; 1,06 rad/s.

Ne putem imagina molecula de hidrogen (H
2
) ca

un sistem format din doi atomi legaþi printr-un resort
elastic (fig. 1.20). Centrul resortului (centrul de masã)
poate fi considerat fix, astfel încât molecula constã din
doi oscilatori ideali identici care oscileazã în sensuri
opuse. Constanta elasticã a resortului este 1,13 · 103 N/m
ºi masa atomului de hidrogen este 1,67 · 10–27 kg. Presu-
punând cã energia totalã de vibraþie a moleculei este
1,3 · 10–19 J, sã se calculeze amplitudinea vibraþiei ºi viteza maximã
de vibraþie.

R: 1,07 · 10–11 m; 8,8 · 103 m/s.

5.

6.

Fig. 1.20

7.

8.

9.

10.
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Dopul unei undiþe are masa m ºi diametrul D. Dupã ce peºtele
a muºcat din momealã ºi nu s-a lãsat prins, dopul oscileazã în jurul
poziþiei lui iniþiale de echilibru. Cunoscând densitatea apei, ρ, sã se
exprime perioada micilor oscilaþii ale dopului.

R: 
4 m

T
D g

π=
ρ

.

Într-un tub în formã de U se aflã în echilibru o coloanã de lichid
de lungime l. Suflând la un capãt al tubului se produce o denivelare
a lichidului din cele douã ramuri. Sã se exprime perioada oscilaþiilor
coloanei de lichid.

R: 2
2

T
g

= π
l

.

Un pendul gravitaþional de lungime l = 49 cm este cufundat într-un
lichid a cãrui densitate reprezintã n = 0,6 din densitatea corpului sus-
pendat. Sã se calculeze perioada micilor oscilaþii ale pendulului, ne-
glijând rezistenþa întâmpinatã în lichid (g = 10 m/s2).

R: 2,198 s.

O bilã alunecã liber de la
înãlþimea h = 20 cm pe un plan
înclinat care face unghiul α = 120°
cu un alt plan înclinat de unghi
β = 30° (fig. 1.21). Sã se calculeze
frecvenþa de oscilaþie a bilei, ne-
glijând frecarea ºi considerând
g = 10 m/s2.

R: 0,56 Hz.

Într-un cilindru orizontal cu lungimea 2l, închis la ambele ca-
pete, se aflã un piston mobil, cu masa m, situat la mijlocul cilindrului.
În fiecare compartiment se aflã ν moli de gaz ideal, la aceeaºi tem-
peraturã T. Deplasând pistonul din poziþia de echilibru cu o distanþã
foarte micã x ºi lãsându-l liber, el oscileazã cu perioada τ = 1 s. Sã se
exprime temperatura T, presupunând cã aceasta rãmâne constantã.

R: 
2 2

2

2 m
T

R

π
=

ν τ
l

.

11.

12.

13.

14.

15.

Fig. 1.21
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1.3. Unde mecanice

1.3.1. Propagarea unei perturbaþii într-un mediu elastic.
Transferul de energie

Undele mecanice, printre care undele sonore, undele seismice, se pro-
pagã în medii elastice sau deformabile.

Undele mecanice sunt generate de o perturbaþie mecanicã ce se propagã
într-un mediu elastic. Pentru propagarea acestora este necesarã existenþa unui
mediu natural, spre deosebire de cazul undelor electromagnetice care se pro-
pagã ºi în vid.

Perturbaþia pune în oscilaþie particulele mediului, iar energia lor se trans-
mite de la o porþiune de substanþã la porþiunea vecinã, fãrã deplasarea sub-
stanþei. Unda transportã energie fãrã sã transporte substanþã.

De exemplu, micile obiecte care plutesc pe suprafaþa unduitoare a apei
aratã cã miºcarea realã a diferitelor porþiuni de apã este o uºoarã deplasare în
sus ºi în jos, înainte ºi înapoi. Undele de apã se miºcã progresiv pe suprafaþa
apei, transferând energie obiectelor plutitoare, punându-le astfel în miºcare.

Definiþie

Dacã miºcãrile particulelor materiale sunt perpendiculare pe direcþia de
propagare a undei, unda se numeºte transversalã. Dacã miºcãrile particulelor
au loc pe direcþia de propagare a undei, unda se numeºte longitudinalã.

În fluide (gaze ºi lichide) se propagã numai unde longitudinale. În mediile
elastice solide (cablu de cauciuc, coardã, bare) se propagã ºi unde longi-
tudinale ºi unde transversale.

Dupã numãrul de dimensiuni în care ele propagã energia, undele pot fi:
unidimensionale (de-a lungul unei corzi), bidimensionale (undele de suprafaþã
produse prin cãderea unei pietricele într-un lac) ºi tridimensionale (undele
emise radial de la o sursã – undele sonore).

Sã considerãm o perturbaþie tridimensionalã. Prin toate punctele care
suferã aceeaºi perturbaþie la un moment dat se poate duce o suprafaþã. Aceastã
suprafaþã se miºcã, indicând cum se propagã perturbaþia. Dacã perturbaþia este
periodicã, aºa cum se întâmplã deseori, punctele care oscileazã la fel sunt
puncte de egalã fazã. Putem trasa suprafeþe de egalã fazã sau suprafeþe de
undã. Dacã mediul este omogen ºi izotrop, direcþia de propagare este întot-
deauna perpendicularã pe suprafaþa de undã.

Definiþie

Linia perpendicularã pe suprafeþele de undã, care indicã direcþia de
propagare a undei, se numeºte razã. Suprafaþa mai îndepãrtatã de sursã se
numeºte front de undã.
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Dacã perturbaþiile se propagã într-o singurã direcþie, undele se numesc
unde plane. Suprafeþele de undã sunt plane ºi razele sunt linii drepte paralele
(fig. 1.22, a).

Fig. 1.22

Distanþa dintre douã puncte succesive de egalã fazã se numeºte lungime
de undã ºi se noteazã cu λ.

Într-o perioadã, unda parcurge distanþa λ, deci viteza de parcurgere a
frontului de undã, numitã vitezã de fazã, v

f 
, este:

fv
T

λ= . (1.16)

Viteza de propagare a undei
Pentru a nu confunda viteza v, cu care oscileazã o particulã, cu viteza

de propagare a undei, vom nota pe cea din urmã cu c, ea nefiind egalã cu
viteza luminii în cazul undelor mecanice. Atunci, lungimea de undã λ este
distanþa parcursã de undã într-o perioadã T, cu viteza de propagare c:

c
cT

v
λ = = . (1.17)

Viteza de propagare a undei depinde de natura undei, dacã este longi-
tudinalã sau transversalã, ºi de natura (densitatea) ºi elasticitatea mediului în
care se propagã.

– Viteza undelor longitudinale în solide, c
l
, este datã de relaþia:

E
c =

ρl , (1.18)

 Definiþie

a – O undã planã. Planele reprezintã fronturile de undã distanþate cu
o lungime de undã între ele, iar sãgeþile reprezintã razele. b – O undã

sfericã. Razele sunt radiale, iar fronturile de undã, distanþate cu o
lungime de undã între ele, formeazã pãturi sferice. Departe de sursã,

mici porþiuni ale fronturilor de undã devin aproape plane.

Dacã sursa este punctiformã sau sfericã, suprafeþele de undã sunt sfere,
iar razele sunt liniile radiale care pleacã în toate direcþiile; acestea sunt unde
sferice (fig. 1.22, b).
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unde: E este modulul lui Young ºi ρ densitatea mediului în care se propagã
unda.

– Viteza undelor transversale într-o coardã, c
t
, este datã de relaþia:

t

F
c =

µ . (1.19)

Pentru o coardã întinsã, elasticitatea ei este mãsuratã de tensiunea din

coardã, F. 
m

µ =
l

 reprezintã masa pe unitatea de lungime a corzii.

1.3.2. Modelul undã planã. Periodicitatea spaþialã ºi temporalã

Oscilaþia este miºcarea unui oscilator, ºi elongaþia depinde doar de timp.
Într-o undã participã mai mulþi oscilatori. În acest caz, elongaþia este depen-
dentã ºi de timp ºi de poziþia faþã de sursa care a produs perturbaþia. Oscilatorii
rãmân pe loc; propagarea undei este legatã de transport de energie, nu de
transport de materie.

Ecuaþia undei plane
Dacã un capãt al unei coarde oscileazã cu o miºcare armonicã, toate

celelalte puncte oscileazã la fel, cu aceeaºi amplitudine ºi frecvenþã, dar cu
faze diferite, în diferite puncte.

O particulã aflatã în origine (x = 0) oscileazã armonic dupã legea:
y(t, 0) = Asinωt.

Ne intereseazã cum oscileazã un punct aflat la distanþa x de sursã. El va
intra mai târziu în oscilaþie ºi elongaþia lui va depinde de timp, dar ºi de distanþa
x faþã de sursã:

y(t, x) = Asinω(t – tN),
unde tN este timpul în care unda se propagã pe distanþa x cu viteza ei de pro-

pagare, c:                                           
x

t
c

′ = .

Deci: y(t, x) = Asinω x
t

c

 −  
. (1.20)

Aceastã funcþie este ecuaþia undei plane. Deci, unda este un fenomen
periodic în timp ºi spaþiu.

Argumentul sinusului, faza undei, poate fi exprimatã în diferite moduri:

2 2
2 2 2

x x t x t x
t t t x

c T c T cT T

π π       πν − = − = π − = π − = ω −       λ λ       
. (1.21)

Ultima expresie a fazei din relaþia 1.21 este deseori folositã, întrucât, faza

iniþialã a undei fiind 
2

x
π
λ

, diferenþa de fazã dintre douã unde este:

2
x

π∆ϕ = ∆
λ

. (1.22)
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1.3.3. Reflexia ºi refracþia undelor mecanice. Unde seismice

Principiul lui Huygens
Huygens considerã cã unda sfericã este forma fundamentalã a tuturor

tipurilor de undã ºi, ca atare, o numeºte undã elementarã.
Aceste unde nu pleacã numai de la o sursã punctiformã, ci fiecare punct

situat pe un front de undã poate fi considerat ca sursã de unde identice cu unda
iniþialã.

Principiul lui Huygens

Fiecare punct al unui front de undã poate fi considerat sursã de noi unde
elementare, care se propagã cu aceeaºi vitezã ºi lungime de undã ca unda
iniþialã. Înfãºurãtoarea tuturor undelor elementare (secundare) reprezintã noul
front de undã.

În figura 1.23 se aratã cum se construiesc fronturile de undã pe baza
principiului lui Huygens.

Dacã, în propagarea lor printr-un mediu, undele întâlnesc un alt mediu
(al doilea), ele se pot reflecta pe suprafaþa dintre cele douã medii, adicã îºi pot
schimba direcþia, întorcându-se în mediul din care au venit, sau pot pãtrunde
în mediul al doilea, schimbându-ºi direcþia, adicã, se refractã. Cele douã fe-
nomene se produc simultan.

Legile reflexiei ºi refracþiei se deduc pe baza principiului lui Huygens.

Legea reflexiei
Considerãm unda planã incidentã al cãrei front de undã este AB (fig. 1.24).
Când punctul A al frontului de undã atinge suprafaþa de separare a celor

douã medii, în punctul AN, acest punct devine sursã de unde secundare care
se propagã în acelaºi mediu. În intervalul de timp în care unda incidentã parcurge
drumul B

1
BN, unda elementarã s-a extins la un cerc de razã ANBO. Noul front

de undã al undelor reflectate ANA
2
 ºi BNB

2
 este planul BNBO, tangent suprafeþelor

Principiul lui Huygens. Construirea fronturilor de undã
pentru unde sferice (a) ºi pentru unde plane (b).

Fig. 1.23
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sferice elementare emise de sursele
AN ºi BN (înfãºurãtoarea).

Din egalitatea triunghiurilor
ANB

1
BN ºi BNBOAN rezultã egalitatea

unghiurilor α ºi β ºi ca urmare ºi
egalitatea unghiurilor complemen-
tare B

1
BNN = AANN (unghiul de in-

cidenþã, i) ºi NANBO (unghiul de re-
flexie, r).

La reflexie, unghiul de in-
cidenþã este egal cu unghiul de
reflexie:

i = r (1.23)
Dacã reflexia are loc pe suprafaþa de separare a unui mediu mai dens,

sensul elongaþiei se schimbã, deci diferenþa de fazã dintre cele douã unde
(incidentã ºi reflectatã) este ∆ϕ = π ºi, conform relaþiei 1.22:

2

2
x x

π λπ = ∆ → ∆ =
λ

.

Regulã: o diferenþã de fazã egalã cu π introduce o diferenþã de drum egalã cu

2

λ
 (reflexie cu pierdere de semiundã).

Legea refracþiei
Frontul undei incidente AB (fig.

1.25) se deplaseazã cu viteza c
1
 în

mediul I. Considerãm frontul de undã
ajuns în poziþia ANB

1
: punctul AN este

sursã de unde elementare. În intervalul
de timp în care unda incidentã parcurge
distanþa B

1
BN, unda refractatã (unda ele-

mentarã emisã din AN în mediul al II-lea)
s-a extins la un cerc de razã ANAO cu
viteza c

2
. Noul front de undã este BNAO,

tangent tuturor suprafeþelor sferice care
pornesc din punctele AN ºi BN.

Din triunghiurile ANB
1
BN ºi ANAOBN, putem scrie:

1 1
sin sin

sin sin

B B A B B B

A A A B A A

′ ′ ′= α ′ α⇒ =′ ′′ ′ ′= β ′ ′′ β
.

Dar: B
1
BN = c

1
t ºi ANAO = c

2
t; observãm cã α = i (unghiul de incidenþã)

ºi β = r (unghiul de refracþie).

Fig. 1.24 Reflexia undelor.

Refracþia undelor.Fig. 1.25

Legea reflexiei
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Rezultã:
1

2

sin

sin

i c

r c
= .

Definiþie

Raportul 
1 2

21

2 1

c n
n

c n
= =  se numeºte indice de refracþie relativ al mediului

doi faþã de primul mediu.

Raportul dintre sinusul unghiului de incidenþã ºi sinusul unghiului de
refracþie este egal cu indicele de refracþie relativ al mediului doi faþã de primul
mediu:

2

1

sin

sin

i n

r n
= . (1.24)

În cazul undelor mecanice, în medii de densitãþi mai mari, viteza de fazã
este mai mare.

Unde seismice
Propagarea vibraþiilor în scoarþa Pãmântului dã naºtere undelor seismice.

Analiza undelor seismice oferã informaþii despre structura scoarþei terestre.
Structura Pãmântului constã din straturi concentrice, ale cãror densitãþi ºi
module de elasticitate sunt diferite. Undele seismice sunt reflectate ºi refractate
la interfeþele dintre aceste straturi.

Structura internã a Pãmântului are trei înveliºuri principale: nucleul –
care cuprinde un miez solid învelit într-un miez lichid – mantaua ºi scoarþa (sau
crusta) – care are grosimea de 32 km sub continente ºi 8 km sub ocean.

Undele seismice sunt generate, în cea mai mare parte dintre cazuri,
(95%), în interiorul Pãmântului.

Dupã mecanismele de generare, cutremurele sunt: de naturã tectonicã
(90%; în România 95%), de naturã mecanicã (7%) ºi 3% din cauze locale
(diferite prãbuºiri carstice, explozii provocate de om).

Cutremurele tectonice se declanºeazã când tensiunile ºi energiile acu-
mulate în timp, în scoarþã, produc ruperea bruscã a rocilor.

Grosimea plãcilor tectonice este în jur de 100–200 km, cuprinzând
crusta ºi o parte din manta. Zonele de margine ale plãcilor tectonice sunt
caracterizate printr-un grad ridicat de seismicitate. Fenomenul de subducþie
(alunecarea relativã a unei plãci sub cealaltã) explicã cutremurele de mare
adâncime ºi formarea valurilor uriaºe numite „tsunami”.

În cazul plãcilor de tip continental, fenomenul de subducþie nu are lor;
are însã loc fenomenul de faliere. Planurile de rupere se numesc falii. Locul

Legea refracþiei
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unde se produce ruptura se numeºte focar sau hipocentru. Punctul de la su-
prafaþa Pãmântului, aflat pe verticala focarului, se numeºte epicentru.

Cutremurele se mai clasificã în funcþie de distanþa dintre epicentru ºi
focar (adâncime sau profunzime):

– 70% din totalul cutremurelor înregistrate sunt cutremure de suprafaþã
de scurtã duratã ºi sunt violente. Ele se produc la o adâncime cuprinsã între 0
ºi 70 km. Adâncimea medie este de 33 km.

– Cutremurele intermediare sunt în procent de 25% ºi profunzimea este
cuprinsã între 60 ºi 100 km.

– La adâncimi de peste 150 km, au loc cutremurele de adâncime, cu un
procent de 5% din numãrul total de cutremure.

Undele seismice sunt unde elastice. Mecanismul de propagare este acelaºi
cu cel al propagãrii undelor sonore în aer.

Perioada undelor seismice este mai mare de 0,1 s. Frecvenþa lor este
cuprinsã în intervalul 15–25 Hz. Amplitudinea undelor seismice este cuprinsã
între 10–6 m ºi câþiva metri.

Într-un cutremur iau naºtere trei tipuri de unde:
a) undele primare (P), care sunt longitudinale;
b) undele secundare (S), care sunt transversale;
c) undele de suprafaþã, numite unde lungi (L).
Undele de suprafaþã sunt, la rândul lor, de douã tipuri:
– unde Love – deplasãrile particulelor sunt transversale;
– unde Rayleigh – particulele oscilante descriu traiectorii eliptice.
Undele de suprafaþã se formeazã prin interferenþa undelor transversale

ºi longitudinale care ajung la suprafaþa Pãmântului sub un unghi mic.
Vitezele de propagare ale celor trei unde diferã. Undele P sosesc primele,

apoi sosesc undele S ºi la urmã undele Love ºi Rayleigh. Amplitudinea undelor
S este mai mare ca a undelor P.

Viteza de propagare depinde de natura mediilor din interiorul Pãmântului
prin care se propagã undele. Viteza de propagare a undelor P este în jur de
5 km/s în scoarþa Pãmântului ºi de 14 km/s la adâncimi mari. Viteza de pro-
pagare a undelor S este cuprinsã între 3 ºi 8 km/s.

Undele transversale S nu se propagã prin înveliºul lichid.
Energia totalã eliberatã într-un cutremur ajunge la valori de 1017–1018 J.

Energia unui cutremur poate fi evaluatã prin:
Intensitatea macroseismicã – este echivalentã cu gradul de distrugere.
Existã mai multe scãri. Unele pornesc de la 1 grad la 10 grade, altele,

de la 1 grad la 12 grade. În toate scãrile, cutremurele de gradul 1 sunt cele mai
slabe, iar cele mai puternice corespund gradului maxim.

În majoritatea cazurilor se utilizeazã scara de 12 grade.
Intensitatea macroseismicã este cea pe baza cãreia se elaboreazã normele

de protecþie antiseismicã a construcþiilor.
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Magnitudinea (sau intensitatea Richter). Ea dã mãsura energiei undelor
seismice. Scara Richter are limita superioarã 9. Ea este o scarã logaritmicã,
magnitudinea fiind datã de formula:

M = 0,67 · logE – 2,9
unde E este energia, exprimatã în J.

De exemplu, dacã energia este de 1017 J, M �  8,5 (valoarea magnitudinii
marelui cutremur din San Franscisco din anul 1906).

Din focar, undele seismice se propagã radial în toate direcþiile, dar nu
în linie dreaptã, ci dupã traiectorii curbe în urma refracþiilor suferite.

Odatã ajunse la suprafaþa Pãmântului, undele seismice produc oscilaþii;
acestea sunt înregistrate de staþiile seismice aflate în diferite puncte de pe Pãmânt.

Instrumentul care înregistreazã miºcãrile oscilatorii ale solului, ca urmare
a propagãrii undelor seismice, se numeºte seismograf.

Seismografele sunt de douã tipuri. Cele care înregistreazã miºcãri pe
verticalã ºi cele care înregistreazã miºcãrile orizontale dispuse pe direcþiile
est-vest, nord-sud.

Seismografele verticale înregistreazã undele P ºi Rayleigh ºi cele ori-
zontale, undele S ºi Love.

În staþiile seismice sunt trei seismografe: douã sunt aºezate în plan ori-
zontal ºi unul în plan vertical.

În principiu, un seismograf este un corp greu, suspendat de un resort
prins pe un cadru. Corpul este menþinut într-o poziþie staþionarã cu ajutorul
unor dispozitive de amortizare, în timp ce cadrul ºi suportul se miºcã sub
acþiunea undei seismice (fig. 1.26, a, b).

De corpul suspendat se ataºeazã o peniþã care înregistreazã seismograma
pe o hârtie care se miºcã uniform (fig. 1.26, c).

Fig. 1.26

Seismograf:
a – înregistreazã miºcãrile orizontale;
b – înregistreazã miºcãrile verticale;

c – seismograma.

a) b)

c)

Ilustrarea animatã a funcþionãrii unui seismograf se poate vedea în How a
Seismograph Works, pe pagina www.wwnorton.com/earth/egeo/animations/ch8.htm#2.
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Din seismograme se determinã:
– latitudinea ºi longitudinea epicentrului;
– adâncimea focarului;
– magnitudinea undelor seismice;
– amplitudinea ºi perioada.

1.3.4. Interferenþa undelor mecanice. Unde staþionare

Definiþie

Suprapunerea a douã sau mai multe unde se numeºte interferenþã.

Pentru simplificare, alegem amplitudinile celor douã unde egale ºi scriem
ecuaþiile undelor sub forma:

1
1 sin2

t x
y A

T

 = π − λ 
; 2

2 sin2
t x

y A
T

 = π − λ 
;

1 2
1 2 sin2 sin2

t x t x
y y A

T T

    + = π − + π −    λ λ    
.

Aplicând formula trigonometricã:

sina + sinb = 2cos sin
2 2

a b a b− +
,

rezultã:

1 2
1 2 2 cos2 sin2

2 2

x t x x
y y A

T

∆ + + = π π − λ λ 
.

Rezultatul interferenþei se apreciazã dupã intensitate, care este direct
proporþionalã cu energia, iar energia oscilatorilor este direct proporþionalã cu
pãtratul amplitudinii.

Pãtratul amplitudinii (termenul care nu depinde de timp) este:

2 24 cosA x
π ∆
λ

.

Pentru a obþine un maxim:

2cos 1;x x k
π π∆ = ∆ = π
λ λ

 ⇒ ∆x = kλ,

adicã, diferenþa de drum dintre cele douã unde trebuie sã fie un numãr întreg
de lungimi de undã.

Pentru un minim:

2cos 0; (2 1) (2 1)
2 2

x x k x k
π π π λ∆ = ∆ = + ⇒ ∆ = +
λ λ

;

diferenþa de drum dintre cele douã unde trebuie sã fie un numãr impar de
semiunde.
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Unde staþionare
 1

Definiþie

Undele staþionare se formeazã la interferenþa a douã unde de aceeaºi
amplitudine ºi aceeaºi frecvenþã, care se propagã pe aceeaºi direcþie, dar în
sensuri opuse.

Locurile unde punctele mediului os-
cileazã cu amplitudine maximã se numesc
ventre ºi locurile în care oscilaþia este complet
stinsã se numesc noduri (fig. 1.27).

Poziþia acestor noduri ºi ventre rãmâne
„staþionarã”.

Suprapunerea unei unde incidente ºi
a unei unde reflectate dã naºtere unei unde
staþionare.

Ecuaþia undei staþionare
Considerãm o sârmã de lungime

l încastratã la unul dintre capete. Per-
turbaþia produsã în punctul A se pro-
pagã pânã la perete ºi se reflectã.

Presupunem cã în punctul P are
loc suprapunerea celor douã unde, in-
cidentã ºi reflectatã (fig. 1.28). Scriem
ecuaþiile undei incidente ºi undei re-
flectate:

1sin2i

t x
y A

T

 = π − λ 
 ºi 2sin2r

l xt
y A

T

λ + + 
= π − λ   

.

S-a avut în vedere cã pe mediul mai dens reflexia are loc cu pierdere de 
2

λ
.

La suprapunere: 1 2sin2 sin2i r

l x
t x t

y y A
T T

λ  + +   + = π − + π −   λ λ       

.(1.25)

Aplicând relaþia trigonometricã sina + sinb, obþinem:

1 12 22 cos2 sin2
2 2

i r

l x x l x xt
y y A

T

λ λ   + + − + + +   
+ = π π −   λ λ         

.

Imaginea unei
unde staþionare.

Fig. 1.27

Pentru deducerea ecuaþiei
undei staþionare.

Fig. 1.28

1 v. http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/waves/standw.html#c1
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Observãm din figura 1.28 cã:
l – x

1
 = x ºi x + x

1
 = l;

atunci ecuaþia undei staþionare este:

2
22 cos 2 sin2

2 2
i r

amplitudinea

faza

lt
y y A x

T

λ + π λ + = + π −  λ λ     
����	���


����	���


. (1.26)

Pentru a gãsi poziþiile ventrelor (abscisele acestora) x
V
, impunem pã-

tratului amplitudinii condiþia de maxim:

2cos 2 1; 2 (2 1)
2 2 4

Vx x k x k
π λ π λ λ   + = + = π ⇒ = −   λ λ   

,     (k = 1, 2, 3, …).

Deci, la distanþe egale cu un numãr impar de 
4

λ
, de la punctul de prindere

se gãseºte un ventru (vezi fig. 1.28).
Impunând condiþia de minim pãtratului amplitudinii, gãsim poziþiile

nodurilor x
N
:

2cos 2 0; 2 (2 1)
2 2 2 2

Nx x k x k
π λ π λ π λ   + = + = + ⇒ =   λ λ    ,     (k = 0, 1, 2, …).

Primul nod se gãseºte în punctul de fixare, iar celelalte, la distanþe egale

cu un numãr întreg de 
2

λ
.

Formele de oscilaþie ale undei staþionare diferã dupã cum este prinsã
bara.

1. Sistem cu ambele capete fixe (fig. 1.29, a)
Forma cea mai simplã a undei staþionare se numeºte oscilaþie funda-

mentalã. Se vede cã lungimea l a barei este

0

2

λ
=l  sau λ

0
 = 2l,

iar 0 2

c
ν =

l
 se numeºte frecvenþã fundamentalã (cea mai micã frecvenþã).

Fig. 1.29 Unde staþionare: a – reprezentarea graficã la douã capete fixe;
b – Reprezentarea graficã la un capãt fix ºi unul liber.
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Multiplii întregi ai frecvenþei fundamentale sunt armonicele.
2. Sistem cu un capãt fix ºi unul liber (fig. 1.29, b)
La capãtul fix se formeazã un nod ºi la capãtul liber un ventru.

În acest caz, lungimea barei este: 0

4

λ
=l  sau λ

0
 = 4l ºi frecvenþa funda-

mentalã 0 4

c
ν =

l
.

Problemã rezolvatã

O undã longitudinalã se propagã pe direcþia Ox într-un mediu elastic
de densitate ρ = 2600 kg/m3, dupã legea:

1

2
1,2sin 1000y t x

π = π − λ   cm.

Diferenþa de fazã între douã puncte aflate pe axa Ox, la distanþa ∆x =
= 3,2 m, este ∆ϕ = 4π/5. Sã se calculeze:

a) dependenþa de timp a energiei cinetice, a energiei potenþiale ºi a
energiei totale a unui punct material de masã m = 1 g, care oscileazã dupã
legea y

1
 în punctul de abscisã x = 0;

b) lungimea de undã, frecvenþa ºi viteza de propagare a undei longitudinale;
c) modulul de elasticitate a mediului elastic în care se propagã unda cu

ecuaþia y
1
;

d) amplitudinea ºi defazajul oscilaþiei rezultante prin compunerea în
punctul de abscisã x = 1 m a oscilaþiei y

1
 ºi a oscilaþiei y

2
 care, în punctul

respectiv, are forma 2 1,2sin 1000
4

y t
π = π −  

 cm.

Rezolvare

a) 
2 2 2

2cos
2 2

c

mv mA
E t

ω= = ω ; A = 12 · 10–3 m ºi ω = 103π.

Înlocuind numeric, se obþine:
3 2 6 6

210 12 10 10 9,86
( ) cos 1000

2
cE t t

− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅= π  = 0,71cos21000πt (J),

2 2 2
21 sin

2 2
p

ky m A
E t

ω= = ω .

Înlocuind numeric: E
p
(t) = 0,71sin21000πt (J), 

2 2

2
t c p

mA
E E E

ω= + = .

Numeric: E
t
 = 0,71 J.

b) Din relaþia: 
2 2 x

x
π π∆∆ϕ = ∆ ⇒ λ =
λ ∆ϕ

.
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Înlocuind numeric: 
2 3,2

8
4

5

π ⋅λ = =π  m.

1
500

2T

ων = = =
π

 Hz. 
cλ =
ν

; c = λν ⇒ c = 8 · 500 = 4000 m/s.

c) Din relaþia pentru viteza de propagare a undelor longitudinale în
solide:

2
l

E
c E c= ⇒ = ρ

ρ
.

Valoarea numericã a modulului lui Young este: E = 16 · 106 · 2600 =
= 416 · 108 N/m2.

d) Oscilaþia y
1
 are forma 1 1,2sin 1000

4
y t

π = π −  
, deoarece 

2

4
x

π π=
λ

;

O compunem cu oscilaþie y
2
: 2 1,2sin 1000

4
y t

π = π −  
.

ªtim cã: A2 = 2 2
1 2a a+  + 2a

1
a

2
cos∆ϕ.

Din datele problemei, rezultã: A2 = 4a2; A = 2a = 2,4 cm.

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
tg

cos cos

a a

a a

ϕ + ϕϕ =
ϕ + ϕ

; a
1
 = a

2
; ϕ

1
 = ϕ

2
,

de unde rezultã: tgϕ = 1 ºi 
4

πϕ = .

Probleme propuse

1.

2.

Punctele unui mediu în care s-au format unde executã miºcãri
periodice descrise de ecuaþia y = 2 · 10–3sin(120πt – 0,25x) m.

Sã se calculeze viteza cu care se propagã unda ºi viteza maximã
a oscilaþiilor punctelor mediului.

R: 1507,2 m/s; 0,75 m/s.

O sursã oscileazã cu frecvenþa ν = 50 Hz. Lungimea de undã a
undelor longitudinale care se propagã în mediul elastic este λ = 10 m.
Dupã cât timp începe sã oscileze un punct situat la distanþa x = 8 m faþã
de sursã ºi ce defazaj existã între oscilaþia acestui punct ºi sursã?

R: 16 µs; 8π/5.

Într-un mediu elastic cu E = 7,5 · 1010 N/m2 se propagã o undã lon-
gitudinalã a cãrei ecuaþie, la distanþa x = 5 m de sursa de oscilaþie, este
y = 2sin2π(500t – 0,5) cm. Sã se calculeze densitatea mediului.

R: 3 · 103 kg/m3.

3.
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Capetele unei bare de aluminiu AB oscileazã. Oscilaþiile se pro-
pagã prin barã, sub formã de unde longitudinale. Într-un punct al barei
sosesc undele plane date de ecuaþiile:

2
1 10 sin 2520

3
y t− π = π −  

 m ºi 2
2 2 10 sin 2520

6
y t− π = ⋅ π −  

 m.

Sã se determine lungimea barei, cunoscând densitatea ei, ρ = 2700 kg/m3,
ºi modulul de elasticitate al mediului E = 6,85832 · 1010 N/m2.

R: 1 m.

Într-o barã metalicã de densitate ρ = 7800 kg/m3 se propagã unda
planã longitudinalã y = 10–3sin2π(1000πt – 0,2x) m. Sã se calculeze
modulul de elasticitate al mediului, E.

R: 19,5 · 1010 N/m2.

Care este elongaþia unui punct, aflat la distanþa 
12

x
λ=  de sursã,

la momentul 
6

T
t = ? Amplitudinea oscilaþiei este A = 0,05 m.

R: 2,5 cm.

Elongaþia unui punct material, care se gãseºte la distanþa x = 4 cm

de sursã, la momentul 
6

T
t = , este egalã cu jumãtate din amplitudine.

Sã se calculeze lungimea de undã a undei longitudinale.
R: 48 cm.

În cazul în care unda se reflectã pe un mediu mai dens, sã se de-
termine coordonatele ventrelor ºi ale nodurilor care se formeazã în
unda staþionarã, dacã lungimea de undã este λ = 12 cm.

R: x
V
 = 3, 9, 15, … cm; x

N
 = 0, 6, 12, … cm.

Miºcând capãtul unei corzi orizontale lungi, în sus ºi în jos, pe
o distanþã de 10 cm, se genereazã o undã transversalã. Miºcarea se
repetã de douã ori pe secundã. ªtiind cã densitatea liniarã a corzii
este 20 g/m ºi cã aceasta este întinsã cu o forþã de 10 N, sã se deter-
mine viteza, amplitudinea, frecvenþa ºi lungimea de undã a miºcãrii
ondulatorii.

R: c = 22,3 m/s; A = 5 cm; ν = 2 Hz; λ = 11,15 m.

Într-o sfoarã se propagã o undã transversalã de forma:
y = 10sinπ(2t – 0,01x) cm.

Sã se determine amplitudinea, frecvenþa, lungimea de undã ºi
viteza de propagare a undei.

R: A = 10 cm; ν = 1 Hz; λ = 200 cm; c = 200 cm/s.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.
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1.3.5. Elemente de acusticã

Definiþie

Vibraþiile mecanice, care se propagã sub formã de unde ºi provoacã
senzaþii percepute de ureche, se numesc unde sonore sau sunete.

Urechea umanã percepe vibraþiile care au frecvenþa cuprinsã între 16
ºi 20 000 Hz. Vibraþiile care au frecvenþe sub 16 Hz se numesc infrasunete.
Ele nu sunt percepute de urechea umanã, dar sunt percepute de unele animale
(ºoareci, pisici). Infrasunetele sunt generate de surse mari: staþii de amplificare,
cutremure.

Vibraþiile cu frecvenþe peste 20 000 Hz se numesc ultrasunete; nici acestea
nu sunt percepute de urechea umanã, dar sunt percepute de unele animale
(lilieci). Vibraþiile cu frecvenþe mai mari de 109 Hz se numesc hipersunete.

Dupã senzaþiile produse asupra urechii, sunetele se clasificã în:
1. Detonaþii:
– sunete cu durata foarte scurtã ºi de intensitate mare.
2. Zgomote:
– în general, vibraþii mecanice aperiodice.
Se pot distinge: zgomote muzicale (gongul, clopotele), zgomote perma-

nente (zgomotul strãzii, zgomotul ploii – zgomotul produs de cãderea picã-
turilor pe un acoperiº –, zgomotul de fond al unui disc, zgomotul de fond al
unui tub cu neon). Nocivitatea zgomotelor depinde de intensitatea ºi de com-
ponenþa spectralã a sunetului (variaþia amplitudinii cu frecvenþa).

Existã zgomote de frecvenþã joasã (< 300 Hz), frecvenþã medie (300–800 Hz),
de înaltã frecvenþã (> 800 Hz); acestea din urmã sunt cele mai nocive.

3. Sunete muzicale: vibraþii periodice nesinusoidale.
Undele sonore au toate proprietãþile undelor mecanice: interferenþã,

reflexie, refracþie, difracþie.

Reflexia
Urechea umanã poate deosebi douã sunete distincte, dacã ele se succed

într-un interval de o zecime de secundã. Pentru t < 0,1 s, urechea sesizeazã
un singur sunet.

Pentru a putea distinge sunetul reflectat de un obstacol de sunetul emis,
distanþa dintre observator ºi obstacol trebuie sã fie de cel puþin 17 m, viteza
de propagare a sunetului în aer fiind de 340 m/s:

2d = ct = 340 · 0,1 = 34 m ⇒ d = 17 m.
Dacã d < 17 m, observatorul aude un sunet prelungit, fenomen cunoscut

sub numele de reverberaþie. Acest fenomen constituie obiect de studiu în pro-
blemele de acusticã arhitecturalã.

Pentru d > 17 m, fenomenul se numeºte ecou.
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Refracþia
Datoritã temperaturilor diferite

ale straturilor de aer din atmosferã,
la trecerea dintr-un strat în altul undele
sonore se refractã (viteza variazã cu
temperatura).

La trecerea dintr-un strat mai
cald în unul mai rece, unda se apropie
de normala la suprafaþa de separaþie
a straturilor respective. Cu cât ne ridi-
cãm în atmosferã, temperatura scade,
ajungând ca la înãlþimea de 25 km

sã fie –50 °C. Dupã aceastã înãlþime, temperatura începe sã creascã, atingând
+20 °C la înãlþimea de 50 km. Datoritã acestui fapt, un sunet emis dintr-un
punct S (fig. 1.30) se refractã apropiindu-se de normalã, apoi, dupã înãlþimea
de 25 km, se refractã îndepãrtându-se de normalã, iar în punctul O, suferã o
reflexie totalã.

Fenomenul de reflexie totalã are loc la trecerea undei dintr-un mediu mai
dens într-un mediu mai puþin dens, atunci când unghiul de refracþie creºte.

Dacã unghiul de refracþie 
2

r
π= , sin 1

2

π =  ºi legea refracþiei devine, în acest

caz, 2

1

sin
n

n
=l . Unghiul l se numeºte unghi limitã.

La un unghi de incidenþã egal sau mai mare decât unghiul limitã, unda
nu se mai refractã, ea se reflectã, întorcându-se în acelaºi mediu.

Aºa cum se vede în figura 1.30, unda sonorã se întoarce în SN.
Într-o regiune de pe suprafaþa Pãmântului, cuprinsã între S ºi SN, sunetul

nu se aude deloc – „zona de tãcere” –, el putând fi recepþionat într-o zonã mai
îndepãrtatã.

Fenomenele de reflexie ºi refracþie au aplicaþie în izolãrile fonice. Inter-
punerea unor structuri diferite în calea propagãrii undelor sonore determinã
ca numai o micã parte din energia sonorã sã fie transmisã.

(*) Difracþia

Refracþia undelor sonore.Fig. 1.30

Definiþie

Fenomenul de ocolire aparentã a obstacolelor ale cãror dimensiuni sunt
de ordinul de mãrime al lungimii de undã se numeºte difracþie.

Undele acustice au lungimea de undã de ordinul de mãrime al metrului,
deci deschideri ca uºi sau ferestre sunt astfel de obstacole.

Dacã o undã planã ajunge la o deschidere de diametru d �  λ, forma
undelor difractate depinde de forma deschiderii.

N
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Pentru deschideri circulare, undele difractate
sunt sferice (fig. 1.31).

Pentru o deschidere dreptunghiularã, undele
difractate sunt cilindrice. De exemplu, o ºosea
dreaptã ºi lungã este o sursã de unde acustice
cilindrice (fig. 1.32).

Datoritã fenomenului de difracþie, undele
TV pot fi recepþionate ºi în regiuni care nu se aflã
pe linia emiþãtorului. Calitatea recepþionãrii scade
pe mãsura scãderii lungimii de undã. Deci, în
cazul undelor medii, recepþia este mai bunã. În
staþiile de emisie, lungimile de undã sunt astfel
selectate încât sã aparã fenomenul de difracþie.

Orice vibraþie periodicã nesinusoidalã poate
fi descompusã într-o sumã de vibraþii sinusoidale
de frecvenþe: ν, 2ν, 3ν, … º.a.m.d. Frecvenþa cea
mai joasã, ν, este frecvenþa sunetului fundamen-
tal. Sunetele ce au frecvenþa un multiplu întreg al
frecvenþei sunetului fundamental se numesc armo-
nice. De exemplu, sunetul viorii este foarte bogat
în armonice, iar sunetul flautului – foarte sãrac.

Calitãþile sunetului
Sunetele se deosebesc între ele prin înãlþime, timbru ºi intensitate (sau

tãrie), caracteristici numite calitãþile sunetului.
Înãlþimea sunetului este determinatã de frecvenþã. Sunetele de frecvenþe

mai mari sunt mai „ascuþite” sau mai „înalte”, iar sunetele de frecvenþe joase
sunt mai „grave”.

Timbrul deosebeºte între ele sunetele de aceeaºi înãlþime ºi de aceeaºi
intensitate. El depinde de numãrul, intensitatea ºi frecvenþa armonicelor ce
însoþesc sunetul fundamental. Cu cât armonicele sunt mai numeroase, sunetele
sunt mai plãcute, mai armonioase.

Pentru deschideri
circulare, undele

difractate sunt unde
sferice.

Fig. 1.31

Unde cilindrice.Fig. 1.32

Definiþie

Intensitatea este energia transportatã prin unitatea de suprafaþã perpen-
dicularã pe direcþia de propagare a undei, în unitatea de timp, ºi se mãsoarã
în W/m2.

Pentru o anumitã valoare a intensitãþii, urechea umanã nu mai percepe
sunetul. Aceastã valoare se numeºte nivel de intensitate auditivã sau sonorã.

Dependenþa dintre intensitatea senzaþiei auditive ºi intensitatea sonorã
a excitaþiei este destul de complexã, depinzând de sensibilitatea urechii care,
la rândul ei, este dependentã de frecvenþã.
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Intensitatea senzaþiei auditive este direct proporþionalã cu logaritmul
zecimal al raportului dintre intensitatea excitaþiei, I, ºi intensitatea corespun-
zãtoare pragului auditiv inferior, I

0
:

0

lg
I

S k
I

= .

Pe baza acestei relaþii se stabileºte ºi unitatea de mãsurã a nivelului de
intensitate sonorã, N:

0

lg
I

N
I

=  se exprimã în beli (B); 
0

ln
I

N
I

=  se exprimã în neperi (Np).

Pentru a elimina dependenþa de frecvenþã a nivelului de intensitate so-
norã, se reduce totul la un ton cu frecvenþa de 1000 Hz, se trece la logaritmul
zecimal ºi se considerã k egal cu 1:

0

lg
I

N
I

= .

Pentru I
0
 (la 1000 Hz) se ia 10–12 W/m2. Pentru I

max
 se ia 102 W/m2.

Acest interval, egal cu 1014, se împarte în 14 pãrþi egale, fiecare cores-
punzând unui raport de intensitãþi egal cu 10. Aceastã unitate s-a numit bel;
unitatea de 10 ori mai micã este decibelul (dB) sau phonul.

Dãm câteva exemple de intensitate sonorã:
– vorbã în ºoaptã: .................................................20 dB;
– conversaþie normalã ..................................... 50–60 dB;
– muzicã amplificatã ..........................................120 dB;
– zgomotul unui avion cu reacþie ................ 130–140 dB.
Care sunt limitele de tolerabilitate?
Sunetele cu intensitãþi mai mici de 25–35 dB sunt neglijabile. Cele cuprinse

între 35–65 dB sunt suportabile. Intensitãþile cuprinse în intervalul 65–95 dB
sunt supãrãtoare. Intensitãþile care depãºesc 95 dB devin nocive (zgomote din
filaturi, ateliere de tinichigerie sau ale ciocanelor pneumatice).

Conform normelor actuale, nivelul zgomotului în zonele locuite nu trebuie
sã depãºeascã 50 dB în timpul zilei ºi 35 dB, în timpul nopþii.

Posibilitatea de a diminua efectele nocive ale zgomotelor este înlãturarea
sau ecranarea lor cu ajutorul perdelelor de pãduri plantate.

S-a constatat cã, la toate tipurile de pãduri, atenuarea cea mai puternicã
este pânã la distanþa de 20–30 m. Sunetele cel mai puternic atenuate sunt cele
cu frecvenþa de 250 Hz, deoarece acestea sunt absorbite ºi de frunze ºi de
crengi. Acelaºi fenomen se observã ºi iarna, atunci când lipseºte frunziºul.
Sunetele cu frecvenþa de 1000 Hz sunt cel mai puþin atenuate. Între frecvenþele

Legea lui Weber-Fechner
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de 2000–4000 Hz se observã din nou o creºtere a atenuãrii. Aceasta s-ar datora
multiplelor reflexii ºi difracþii ale sunetului pe frunze, ale cãror dimensiuni sunt
comparabile cu lungimea de undã corespunzãtoare acestor frecvenþe – 17,
respectiv 8,5 cm. În funcþie de natura pãdurilor, s-a observat o netã influenþã
asupra creºterii atenuãrii prin prezenþa tufiºului intermediar, atât în pãduri, cât
ºi la marginea acestora.

Surse sonore
– coarde vibrante (instrumente de ciupit, vioara, pianul);
– tuburi sonore (instrumente de suflat, orgã);
– membrane vibrante (diapazon, xilofon).
Pentru toate sursele sonore existã douã probleme: mãrimea instrumentelor

sonore ºi acordul cu mediul înconjurãtor, care se realizeazã cu un corp de
rezonanþã corespunzãtor dimensionat.

1. Coarda sonorã
Este un fir elastic de lungime l, întins între douã puncte fixe. Coardele

sunt confecþionate din metal sau din ºuviþe de intestine de oaie uscate ºi bine
rãsucite. Se pun în vibraþie prin ciupire, percuþie sau frecare cu un arcuº. Unda
generatã, transversalã sau longitudinalã, se propagã în lungul coardei, se reflectã
ºi, astfel, iau naºtere unde staþionare. În punctele fixe sunt noduri. Frecvenþa
sunetului fundamental este:

2

cν =
l

.

Dacã r este raza secþiunii coardei ºi ρ densitatea ei, atunci:

2

1

2

F

r
ν =

π ρl (1.27)

Sunetele muzicale sunt determinate de numãrul variat al armonicelor
produse.

Lira, pianul, vioara, mandolina, cobza sunt numai câteva dintre instru-
mentele care produc sunete folosind vibraþia coardelor.

2. Tuburi sonore
Tuburile sonore constituie partea principalã a instrumentelor de suflat:

naiul, cornul, flautul, trompeta, orga º.a. Ele diferã prin mijlocul de excitare
al aerului din tub, prin forma lor ºi prin felul în care variazã lungimea lor. În
aerul care vibreazã în interiorul tuburilor se formeazã unde staþionare. Aerul
este pus în vibraþie de o lamã vibrantã.

a) Tuburi sonore închise.
Acestea sunt închise la un capãt ºi deschide la celãlalt. În figura 1.33 este

ilustratã formarea sunetului fundamental ºi a primelor douã armonice în tuburile
sonore închise.
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Din figurã se vede cã:
λ = 4l

ºi, deci, frecvenþa sunetului fun-
damental este:

4

cν =
l

.

La rezonanþã, în tuburile so-
nore închise, sunetele se întãresc
la frecvenþe egale cu un numãr

impar de 
4

λ
:

(2 1)
4

n

c
nν = −

l
, unde n = 1,2, … (1.29)

b) Tuburi sonore deschise
Aºa cum se vede din fi-

gura 1.34, la ambele capete
ale tubului se formeazã ven-
tre.

Frecvenþa sunetului
fundamental este:

2

cν =
l

.

Frecvenþa sunetelor întã-

rite este un numãr întreg de 
2

λ
:

2
n

c
nν =
l

. (1.29)

Se observã cã în expresia frecvenþei nu intrã nici o mãrime care sã depindã
de materialul din care este confecþionat tubul. Lungimea tubului poate fi variatã
prin culisare (trombon) sau prin acoperirea ºi deschiderea, cu degetele sau cu
niºte clape, a unor orificii practicate în peretele tubului (fluier, clarinet º.a.).

Metode experimentale de mãsurare a vitezei de propagare a sunetului
în diferite medii

1. Tubul Kundt (determinarea vitezei de propagare a sunetului în diferite
medii solide)

Tubul Kundt este un tub de sticlã, având lungimea de 1–1,5 m, închis
la capete cu niºte dopuri a (fig. 1.35). Prin dopul de la capãtul A, pãtrunde o
vergea care deplaseazã un piston P. Prin capãtul B, se introduce o barã metalicã
M, fixatã la mijlocul ei ºi terminatã cu un disc D. Discul ºi pistonul nu ating

Tuburi sonore închise.Fig. 1.33

Tuburi sonore deschise.Fig. 1.34
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pereþii tubului. În tub se presarã o pulbere uºoarã, praf de plutã sau talc. Se
freacã bara cu o cârpã presãratã cu sacâz pânã când scoate sunete. Acestea
pun în vibraþie aerul din tub, care se comprimã ºi se dilatã în noduri, respectiv
ventre.

Undele sonore, reflectându-se de obstacolul P, formeazã unde staþionare
evidenþiate de aranjarea prafului din tub. El este împrãºtiat în ventre ºi îngrã-
mãdit în noduri. Efectele sunt maxime când vibraþiile coloanei de aer sunt în
rezonanþã cu vibraþiile barei. Pentru a ajunge la rezonanþã, se variazã lungimea
tubului prin deplasarea pistonului P.

Mãsurãm cu rigla distanþa dintre douã ventre sau douã noduri succesive,
d, ºi determinãm lungimea de undã λ a sunetului care se propagã în tub:

λ = 2d.
Bara, fiind prinsã la mijloc, formeazã la capetele ei ventre; lungimea ei,

l, este:

2

′λ=l ,

λN fiind lungimea de undã a sunetului care se propagã în bara metalicã.
La rezonanþã, frecvenþa de oscilaþie a aerului din tub, ν, este egalã cu

frecvenþa de oscilaþie a barei, νN:

ν = νN sau 
c c′=

′λ λ
.

Cunoscând viteza de propagare a sunetului în aer (340 m/s), λ ºi λN
rezultând din mãsurãtorile efectuate, se calculeazã viteza de propagare a su-
netului, cN, în barã (aceasta putând fi confecþionatã din diferite materiale,
diferite esenþe de lemn sau diferite metale).

2. Metoda rezonanþei (determinarea vitezei de propagare a sunetului în aer)
Se foloseºte un tub de sticlã parþial umplut cu apã, ca în figura 1.36. Prin

schimbarea nivelului apei (ridicând sau coborând rezervorul din stânga) se
variazã lungimea coloanei de aer.

În timpul urcãrii sau al coborârii apei în tub, deasupra lui se þine un
diapazon pus în vibraþie. Coloana de aer funcþioneazã ca un tub închis la un

Tubul Kundt.Fig. 1.35
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capãt. Întrucât frecvenþa sursei este fixã
ºi viteza de propagare a sunetului în aer
este constantã la temperaturã constantã,
rezonanþa se produce la o anumitã lun-
gime de undã:

cλ =
ν

.

La rezonanþã, intensitatea este ma-
ximã, transferul de energie fiind maxim.
În timpul curgerii lichidului prin tub, se
noteazã pe tub punctele în care se per-
cepe întãrirea sunetului (sau atenuarea
acestuia, dacã este mai sesizabilã). Dis-
tanþa dintre douã maxime sau douã mi-
nime succesive este:

2
d

λ= ; l = 2d.

Deci:
2

c
d =

ν
,

relaþie din care, cunoscând frecvenþa
diapazonului ºi mãsurând d, se poate cal-
cula viteza de propagare a sunetului în aer:

c = 2dν.
În cazul undelor mecanice, den-

sitãþile mari ale mediilor în care se pro-
pagã duc la valori mari ale vitezei de
fazã, aºa cum se vede în Tabelul 2. Viteza
de propagare depinde ºi de temperaturã.

1.3.6. Ultrasunete. Aplicaþii

Ultrasunetele sunt vibraþii ale mediului material cu frecvenþe mai mari
de 20 000 Hz. S-au atins frecvenþe de 3 GHz.

Producerea undelor ultrasonore
1. Efectul magnetostrictiv. O barã din material feromagnetic se introduce

într-o bobinã prin care trece curent alternativ. Bara se lungeºte ºi se scurteazã
alternativ, vibrând cu frecvenþa curentului alternativ. Aceste vibraþii mecanice
se propagã sub formã de unde ultrasonore. Datoritã faptului cã, pe mãsura
creºterii temperaturii, efectul magnetostrictiv scade ºi frecvenþele obþinute nu
sunt prea mari (175 kHz), nu este frecvent folosit.

2. Efectul piezoelectric. A fost descoperit în anul 1880 de fraþii Curie.
Dacã pe direcþia axelor unor corpuri cristaline se aplicã solicitãri mecanice,

Mãsurarea vitezei sunetului în
aer. Nivelul apei din tub poate

fi modificat ridicând sau
coborând rezervorul din

stânga, care este legat de tub
printr-un furtun de cauciuc.

Fig. 1.36

Mediul
de propagare

Viteza (m/s)

aer 340
bare metalice > 1000
bare de oþel 4800–5000
apã 1480
pereþi de clãdiri 3500–4000
sticlã 5100–5500

Tabelul 2
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tracþiuni sau comprimãri, pe anumite suprafeþe
apar sarcini electrice. Acesta este efectul piezo-
electric.

Cristalul de cuarþ are forma unei prisme he-
xagonale (fig. 1.37). Axa OON este axã opticã ºi
uneºte centrele celor douã baze ale prismei. Prin
centrul cristalului, C, trec trei axe electrice care
unesc mijloacele muchiilor opuse ale cristalului
ºi sunt perpendiculare pe axa opticã.

Din cristal se taie o lamã subþire, astfel încât
feþele mari ale lamei sã fie perpendiculare pe axele
electrice. Placa are o muchie paralelã cu axa
electricã (Oy), alta paralelã cu axa opticã Ox ºi
axa Oz paralelã cu axa mecanicã sau de tracþiune
(fig. 1.38).

În efectul piezoelectric direct, se comprimã
sau se alungeºte lama pe direcþia axei Oz ºi pe
feþele mari ale lamei apar sarcini electrice (fig.
1.39, a ºi b). Axele de simetrie ale

cristalului de cuarþ.

Producerea
efectului

piezoelectric.

a) Comprimarea; b) Alungirea.

În anul 1881 s-a constatat cã, dacã pe feþele lamei se aplicã o tensiune
electricã, lama se contractã sau se dilatã dupã semnul tensiunii aplicate. Acesta
este efectul piezoelectric invers ºi este cel care se utilizeazã. Lama introdusã
într-un mediu elastic, transmite vibraþiile ei sub formã de unde ultrasonore.

Se mai folosesc ºi alte substanþe piezoelectrice ca: titanat de bariu, unele
ceramici sau unele substanþe organice (unele zaharuri, urotropina).

Aplicaþii ale ultrasunetelor
Frecvenþa ultrasunetelor fiind foarte mare ºi energia acestora este mare

(E ~ ν2). Lungimea de undã fiind micã, ultrasunetele pot fi dirijate în fascicul.
Din aceste proprietãþi decurg ºi urmãtoarele aplicaþii:

1. Efecte mecanice
a) Fenomenul de cavitaþie. La propagarea ultrasunetelor de frecvenþe

mari (ν ≅  1 MHz) prin lichide, datoritã variaþiilor mari ºi dese de presiune, se

Fig. 1.37

Fig. 1.38
Fig. 1.39
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produc în masa de lichid ruperi microscopice, formându-se mici goluri (cavitãþi)
în care pãtrund vaporii lichidului. Fenomenul de cavitaþie este însoþit de di-
socierea moleculelor. Acest fenomen are un important efect de distrugere. În
glicerinã, în nitrobenzen ºi în apã, acest fenomen este însoþit de un efect de
luminiscenþã, datoritã câmpului electric intens ce se creeazã la suprafaþa de
separaþie lichid-gaz din bulele de cavitaþie.

b) Micromasajul, cu efecte benefice asupra sãnãtãþii þesuturilor corpului uman.
2. Efecte fizico-chimice
La nivelul molecular, ultrasunetele pot provoca polimerizarea ºi depo-

limerizarea macromoleculelor, fenomene de ionizare, apariþia de radicali
liberi, dispersare coloidalã. La nivel celular, pot provoca ruperea pereþilor
celulari ºi chiar distrugerea celulelor (datoritã fenomenului de cavitaþie).

3. Efecte termice
Aceste efecte se bazeazã pe energia mare a ultrasunetelor.
a) Distrugerea microorganismelor. Se utilizeazã la sterilizarea apei, a

laptelui. Ultrasunetele distrug vieþuitoare mici datoritã încãlzirii excesive a
þesuturilor acestora (ºoareci, peºtiºori, insecte), fiind folosite pentru distrugerea
rozãtoarelor.

b) Ultrasunetele de intensitate micã (~ 800 kHz) sunt folosite în fizio-
terapie, pentru accelerarea germinaþiei seminþelor, stimularea sistemului ner-
vos ºi a sistemului endocrin.

c) Ultrasunetele de intensitate mare se folosesc în stomatologie, la for-
marea unor mici orificii pentru plombele dentare, ºi în chirurgie, la pilirea ºi
la sudarea oaselor. Osul se acoperã cu o substanþã plasticã lichidã care, sub
acþiunea ultrasunetului, difuzeazã în os, formând un compus molecular cu
colagenul din os ºi polimerizeazã solidificându-se, proces care are loc în câteva
secunde; în acest caz se foloseºte un generator magnetostrictiv.

Proprietatea ultrasunetelor de a fi absorbite diferit, în funcþie de natura
þesuturilor, se foloseºte la ultrasonografii ale valvei mitrale, ale ochiului. Pe
aceeaºi proprietate se bazeazã ºi defectoscopia (prin care se constatã existenþa
eventualelor goluri sau fisuri existente în metale).

Deoarece sunt slab absorbite de apã, aceste sunete pot fi folosite ºi pentru
trasarea profilului fundului unei mãri sau a unui ocean, detectarea unor ob-
stacole submarine (iceberguri, vase inamice) care pericliteazã navigaþia.

Toate aceste aplicaþii se bazeazã pe reflexia fasciculului ultrasonor.
Emiþãtorul (hidrolocator ultrasonor) instalat pe un vapor emite o undã

ultrasonorã. Unda se reflectã pe fundul apei ºi semnalul reflectat este prins de
un receptor. Se înregistreazã timpul t scurs între emiterea ºi recepþionarea
semnalului. Cunoscând viteza de propagare a undei ultrasonore în apã, c, se
poate determina adâncimea:

2

ct
h = .

Ultrasunetele sunt folosite pe scarã largã în cercetarea structurii interne
a substanþelor, mai ales a lichidelor. Studiind variaþia vitezei de propagare a
ultrasunetului ºi a coeficientului de absorbþie în substanþa cercetatã, în funcþie
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de temperaturã, presiune, concentraþie ºi alþi parametri, pe o largã plajã de
frecvenþe, se obþin informaþii precise asupra structurii interne, a interacþiunilor
moleculare, a cineticii reacþiilor chimice.

Probleme propuse

Un fir de cupru este întins perfect între doi stâlpi de telegraf, situaþi
la o distanþã de 50 m unul de altul. Tensiunea ce ia naºtere în fir este de
500 N, iar masa unitãþii de lungime este 2 · 10–2 kg/m. Care este frecvenþa
fundamentalã de vibraþie?

R: �1,6  Hz.

Douã strune sunt întinse cu aceeaºi forþã ºi vibreazã cu frecvenþe
diferite datoritã diferitelor densitãþi liniare. Dacã cele douã frecvenþe sunt
de 196 Hz ºi 294 Hz, care este raportul densitãþilor liniare?

R: 2,25.

Ce adâncime a mãsurat un hidrolocator ultrasonor, dacã timpul
înregistrat de la emiterea ºi pânã la recepþionarea semnalului ultrasonor
a fost de 0,014 s? (viteza sunetului în apã este c = 1432 m/s).

R: � 10  m.

Care este lãþimea unui lac dacã sunetul a ajuns prin aer, de la un
mal la celãlalt, cu 10 s mai târziu decât prin apã? Viteza sunetului în aer
este de 340 m/s ºi în apã, de 1450 m/s.

R: 4441,4 m.

Într-un tub Kundt, distanþa mãsuratã între douã ventre, consecu-
tive, a undelor staþionare formate, este de 6 cm. Lungimea barei fixate
la mijloc este de 60 cm. Cunoscând viteza de propagare a sunetului în
aer, 340 m/s, sã se determine viteza de propagare a sunetului în barã.

R: 3400 m/s.

Ce lungime are un fluier care emite sunetul fundamental cu frec-
venþa de 500 Hz?

R: 34 cm.

Care este frecvenþa sunetului fundamental dat de un tub sonor,
închis, cu lungimea de 50 cm?

R: 170 Hz.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

  Test recapitulativ

Perioada de oscilaþie a unui pendul gravitaþional, care oscileazã
într-un lift aflat în coborâre cu acceleraþia a, este:

a) 2
l

T
g

= π ; b) 2
l

T
g a

= π
−

; c) 2
l

T
g a

= π
+

.

1.
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2.

3.

Care dintre urmãtoarele afirmaþii este adevãratã?
a) Perioada de oscilaþie a unui pendul gravitaþional nu depinde de

natura materialului din care este confecþionat pendulul.
b) Perioada de oscilaþie depinde de natura materialului din care

este confecþionat pendulul.
c) Perioada de oscilaþie este direct proporþionalã cu rãdãcina pã-

tratã din valoarea lungimii pendulului.

Expresia Aωcosωt exprimã:
a) viteza miºcãrii oscilatorii;    b) acceleraþia miºcãrii oscilatorii;
c) viteza de propagare a undei longitudinale.

Care dintre urmãtoarele formule reprezintã viteza de propagare a
unei unde transversale?

a) 
F

µ ; b) 
E

ρ ; c) Aω .

Diferenþa de fazã dintre elongaþia unei oscilaþii armonice ºi acce-
leraþia ei este: a) π/2; b) π/4; c) π.

Perioada de oscilaþie a unui oscilator armonic este:

a) 2
k

m
π ; b) 2

m

k
π ; c) 

m

k
.

Care dintre expresiile urmãtoare nu reprezintã ecuaþia unei unde plane?

a) y(t, x) = Asinω x
t

c

 −  
; b) y(t) = Asinωt; c) y(t, x) = Asin2πν x

t
c

 −  
.

Un punct material executã oscilaþii armonice descrise de ecuaþia

x(t) = 0,02sin
2 4

t
π π +    m. Amplitudinea vitezei de oscilaþie este:

a) 0,1π (m/s); b) 0,01π (m/s); c) 0,02π (m/s).

Sã se scrie ecuaþia oscilaþiei armonice a unui punct material, ºtiind
cã într-un minut acesta executã 150 de oscilaþii, cã faza iniþialã este π/4
ºi amplitudinea, 0,05 m.

a) x(t) = 0,5sin 5
4

t
π π +  

 (m); b) x(t) = 0,05sin 10
4

t
π π +  

 (m);

c) x(t) = 0,05sin 5
4

t
π π +  

 (m).

Miºcarea unui oscilator armonic este descrisã de ecuaþia y(t) =

= 10–1sin
8 8

t
π π +  

 (m). Dupã cât timp elongaþia devine egalã cu jumã-

tate din amplitudine?
a) 0,4 s; b) 0,33 s; c) 0,38 s.

4.

5.

7.

8.

9.

10.

6.
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Cunoscând cã un oscilator armonic are masa m ºi constanta
elasticã k, iar la momentul t = 0 elongaþia este y

0
 ºi energia totalã E, sã

se exprime elongaþia, la momentul t, în funcþie de aceste date:

a) 0( ) 2 sin arcsin
2

k k
y t E t y

Em

 
= +   

;

b) 0( ) sin arcsin
2

k m
y t t y

E k

 
= + 

 
;

c) 0

2
( ) sin arcsin

2

E k k
y t t y

k m E

 
= +   

.

Care este amplitudinea ºi faza iniþialã a miºcãrii rezultante a unui
punct material, supus simultan la douã oscilaþii, ale cãror ecuaþii sunt:

x
1
 = sinπt ºi x

2
 = 2sin

2
t

π π +  
?

a) 5; arctg2; b) 5 ; arctg2; c) 2,5; arctg3.

Amplitudinea rezultantã a douã miºcãri oscilatorii de aceeaºi di-
recþie ºi frecvenþã, care au amplitudinile a

1
 = 2 cm ºi a

2
 = 4 cm, este

A = 5 cm. Diferenþa de fazã, ∆ϕ, dintre cele douã miºcãri oscilatorii care
se compun este:

a) arccos
5

16
; b) arcsin

3

16
; c) arccos

6

16
.

Sã se scrie ecuaþia miºcãrii oscilatorii rezultate în urma compu-
nerii a douã oscilaþii armonice date de ecuaþiile:

x
1
(t) = 2sin

6
t

π π +  
 ºi x

2
(t) = 3sin

2
t

π π +  
 (cm).

a) x(t) = 4sin
4

arctg
3

t
 π +  

 (cm); b) x(t) = 4,63sin
4

arctg
3

t
 π +  

;

c) x(t) = 4,5sin
3

arctg
3

t
 π +  

.

O undã transversalã se propagã în lungul unei bare elastice cu viteza
v = 15 m/s. Care este diferenþa de fazã dintre douã puncte aflate la dis-
tanþa ∆x = 4,5 m, dacã perioada de vibraþie a punctelor barei este T = 1,2 s?

a) 0; b) π/4; c) π/2.

Într-un mediu elastic se propagã vibraþii longitudinale cu frecvenþa
ν = 500 Hz. Modulul de elasticitate al mediului este E = 4,32 · 1010 N/m2 ºi
densitatea, ρ = 2,7 · 103 kg/m3. Care este diferenþa de fazã dintre douã
puncte care se aflã la distanþa ∆x = 4 m?

a) π; b) π/2; c) π/4.

11.

13.

12.

14.

15.

16.
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Rezolvãrile problemelor

1.2. 1. 
2 2

2 2

kx mv= ; k = mω2; x = Asin(ωt + ϕ) ºi v = Aωcos(ωt + ϕ), deci

2 2 2 2 2 2sin cos

2 2

mA t mA tω ω ω ω=  ⇒ sinωt = cosωt ⇒ 
4

t
πω = ; 

4 sin

d
t

g

π=
α .

2. x(t) = Asin(ωt + ϕ); 
2 2

2
t

mA
E

ω= ; F
max

 = mω2A → 
max

2 tE
A

F
= ; 

2

T

πω = , deci:

x(t) = 
max

2 2
sintE

t
F T

π + ϕ  
. 3. kA = m

2
g; 2g

l
T

g
= π  ºi 12r

m
T

k
= π  ⇒ 1l m

g k
=

⇒ 1

2

m
l A

m
=  = 0,4 m.

4. Din figurã se vede cã: F
cf
 = Gtgα ºi r =

= lsinα; mrω2 = mg
sin

cos

α
α

 → 
2

cos

g

l
ω =

α
;

2 cos
l

T
g

= π α .

5. Ecuaþia poate fi adusã la forma obiº-

nuitã: x = 5 · 10–2 · 2sin
6

t
π ω −   , deci:

A = 10–1 m ºi 
6

πϕ = .

6. 
1 2

1 1 1

sk k k
= +  → 1 2

1 2

( )
2s

m k k
T

k k

+= π  ºi k
p
 = k

1
 + k

2
 → 

1 2

2p

m
T

k k
= π

+
; 1 2

1 2

s

p

T k k

T k k

+= .

7. 
2 k

m
ω = ; F = kA; 

F
k

A
=  → 

F

mA
ω=  = 440 Hz; 

2 2

2 2
t

mA FA
E

ω= =  = 19,36 · 10–3 J.

8. maxv A= ω  = 10–1 · 2π = 0,628 m/s; 2
maxa A= ω  = 3,94 m/s2.

9. Din problema rezolvatã 2, rezultã: 

2 2
2 1 2

2 2
2 1

v v

y y

−ω =
−  ºi 

2
2 2 1

1 2

v
A y= +

ω
.

10. Din energia totalã a moleculei, fiecãrui atom îi revine jumãtate: 
2

2

kA
E= ,

unde 
191,3 10

2 2
tE

E
−⋅= =  = 6,5 · 10–20 J; 

2E
A

k
=  ºi max

2E
v

m
= .
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11. Forþa care pune în oscilaþie dopul scufundat la adâncimea h este forþa
arhimedicã egalã cu greutatea apei dezlocuite ρVg; ma = ρVg; amplitudinea

acceleraþiei de oscilaþie este hω2, deci: 
2

2

4

D
mh hg

πω = ρ ; 
4 m

T
D g

π=
ρ .

12. Forþa care pune în oscilaþie coloana de lichid este presiunea hidrostaticã
ρg∆h înmulþitã cu secþiunea S a coloanei. Amplitudinea acceleraþiei de oscilaþie

este 
2

2

h∆ ω  (∆h este denivelarea din cele douã tuburi);

ma = ρg∆hS sau 
2

2

h
V g hS
∆ρ ω = ρ ∆  → 

2

2
Sl gS
ω =  → 

2 2g

l
ω =  → 2

2

l
T

g
= π .

13. Asupra pendulului acþioneazã o forþã rezultantã R = G – F
A
, unde F

A
 este

forþa arhimedicã. Forþa care produce oscilaþiile pendulului este Rsinα; ma =

Rsinα; mlω2sinα = (mg – ρ
l
V

c
g)sinα; ρ

c
V

c
lω2 = ρ

c
V

c
(1 – n)g; 0,6l

c

n
ρ= =
ρ

;

2
(1 )

l
T

g n
= π

− .

14. ma = mgsinβ; a = lω2 = 
2

sin

h ω
β ; 

2

sin

h ω
β  = gsinβ; 4π2ν2 = 

2sing

h

β
 ⇒

sin

2

g

h

βν =
π

 = 2,198 s.

15*. Este o transformare izotermã a gazului din cilindru: p
1
V

1
 = p

2
V

2
 în care:

1
( )

RT
p

S l x

ν=
−  ºi 2

( )

RT
p

S l x

ν=
+ ; F = (p

1
 – p

2
)S = νRT

1 1

l x l x

 − − +   = 2 2

2RT x

l x

ν
−

.

Aplicãm legea a doua a dinamicii: ma = F → 
2

2 2 2

4 2RT x
mx

l x

π ν=
τ −

; considerând

x2 neglijabil, rezultã: 
2 2

2

2 ml
T

R

π=
ν τ

.

1.3. 1. c = λν; 
2π
λ

 = 0,25; ω = 2πν; 
2

ων =
π

 → c = 480π = 1507,2 m/s;

v
max

 = Aω = 0,75 m/s.

2. 
x x

t
c

= =
λν

 = 16 µs; 
2 2 8

8
10 5

x
π π π∆ϕ = ∆ = ⋅ =
λ

.

3. ω = 1000π; 
1000

2

πν =
π

 = 500 Hz; 
x

λ
 = 0,5 → 

5

0,5
λ =  = 10 m; 

E
c =

ρ

→ 2

E

c
ρ = ; c = λν = 5000 m/s; ρ = 3 · 103 kg/m3.
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4. l = ∆x
1
 + ∆x

2
 = 

2

λ
π

(∆ϕ
1
 + ∆ϕ

2
) = 

4

λ
; 2πν = 2520π; 

E
c =

ρ
 = 5040 m/s;

cλ =
ν

 = 4 m → l = 1 m.

5. E = c2ρ; c = λν; 
1

λ
 = 0,2 → λ = 5 m; 2π · 103 = 2πν → ν = 1000 Hz; c = λν

= 5 · 103 m/s, deci: E = 19,5 · 1010 N/m2.

6. y = 5 · 10–2sin
2 2

6 12

T

T

π π λ ⋅ − ⋅ λ 
 = 2,5 cm.

7. 
22 2

sin 4 10
2 6

A T
A

T
−π π = ⋅ − ⋅ ⋅ λ  ; sin

22 1
4 10

3 2
−π π − ⋅ ⋅ = λ  ; 

22
4 10

3 6
−π π π− ⋅ ⋅ =

λ
→ λ = 48 cm.

9. ν = 2 Hz; A = 5 cm; 
F

c =
µ

 = 22,3 m/s; 
cλ =
ν

 = 11,5 m.

10. A = 10 cm; 2πν = 2π → ν = 1 Hz; 
2π
λ

 = 0,01π → λ = 200 cm; c = λν =

= 200 cm/s.

1.3.6. 1. 
2

d
λ=  → 2

c
d=

ν
; 

F
c =

µ , deci: 
2

F

d

µν =  = 1,58 Hz �  1,6 Hz.

2. 1

1

Fλν =
µ

; 2

2

Fλν =
µ

; 

2 2
2 1 2
2 2
1 2 1

µ ρ ν= =
µ ρ ν  = 2,25.

3. h = 
2

ct � 10 m.

4. c
aer

t
1
 = c

apã
t
2
; ∆t = t

2
 – t

1
; c

aer
t
1
 = c

apã
(t

1
 – ∆t) → t

1
 = 13,06 s ºi L = 4441,4 m.

5. 
1

1
2

l
λ = ; 

2
2

2
l

λ =  → 
2 2

1 1

l

l

λ =
λ ; ν

1
 = ν

2
 → 

1 2

1 2

c c=
λ λ  → 

2
2 1

1

l
c c

l
=  = 3400 m/s.

6. 
2 2

c
l

λ= =
ν

 = 34 cm. 7. 
4

l
λ= ; 

4

c

l
ν =  = 170 Hz.
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2.1. Circuite de curent alternativ

2.1.1. Comparaþie cu circuitul de curent continuu

Definiþie

Se numesc circuite de curent alternativ circuitele electrice alimentate
cu tensiuni electromotoare alternative.

Circuitele de curent alternativ prezintã o importanþã deosebitã în produ-
cerea, transmisia ºi utilizarea energiei electromagnetice, în electrocomunicaþii
ºi automatizãri.

Cele mai simple ºi mai robuste maºini electrice, generatoare sau motoare,
sunt cele de curent alternativ. Transmisia optimã la distanþã a energiei electro-
magnetice impune transformarea tensiunii, care se obþine cu ajutorul transfor-
matoarelor, deci în curent alternativ. Semnalele corespunzãtoare vorbirii,
muzicii etc., care fac obiectul transmisiilor în telecomunicaþii sunt, practic,
suprapuneri de semnale electrice alternative. Aceste exemple aratã importanþa
practicã a studiului circuitelor în regim permanent sinusoidal (numit ºi regim
permanent armonic); când alimentãm aceste circuite cu tensiuni alternative
sinusoidale, intensitãþile curenþilor din toate laturile circuitului reprezintã mãrimi
sinusoidale de aceeaºi frecvenþã.

Circuitele (reþelele) electrice pentru producerea, transmisia ºi distribuþia
energiei electrice sunt circuite de curent alternativ sinusoidal cu frecvenþa
standard de 50 Hz (în America de Nord ºi în Australia, de 60 Hz), numitã frec-
venþã industrialã. Aceastã valoare a frecvenþei este una de compromis, deoarece
dificultãþile producerii ºi transmisiei energiei sunt cu atât mai mari cu cât
frecvenþa este mai înaltã; în acelaºi timp aceasta trebuie sã fie suficient de mare
pentru ca variaþiile intensitãþii luminoase a lãmpilor cu incandescenþã folosite
la iluminat sã nu fie sesizabile vederii.

• Prin comparaþie cu circuitul în curent continuu, procesele care se
desfãºoarã în circuitul de curent alternativ prezintã unele aspecte noi:

1. dacã într-un circuit de curent continuu condensatorul întrerupe cir-
cuitul, într-un circuit de curent alternativ condensatorul se încarcã ºi se descarcã,
neîmpiedicând miºcarea oscilatorie de ansamblu a electronilor de conducþie,
deci nici stabilirea curentului alternativ în circuit;

2. prezenþa unei bobine într-un circuit de curent alternativ face sã aparã
fenomenul de autoinducþie, care contribuie la modificarea intensitãþii curentului
alternativ;

3. rezistorul are în curent alternativ acelaºi efect ca ºi în curent continuu:
acesta absoarbe energie electricã pe care o transformã în cãldurã. Deci, rezistorul
opune curentului alternativ aceeaºi rezistenþã ca ºi curentului continuu.
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2.1.2. Osciloscopul electronic folosit în studiul circuitelor electrice

Dupã cum ºtim, osciloscopul este apa-
ratul care permite vizualizarea fenomenelor
electrice periodice, transformând semnalele
electrice în semnale optice. Acestea pot fi
observate pe un ecran sau pot fi fotografiate
sub forma unor imagini numite oscilograme.

Elementul mobil al osciloscopului este
un fascicul foarte subþire de electroni, practic
lipsit de inerþie, ceea ce permite studierea proceselor oscilatorii cu frecvenþe
de la câþiva hertzi pânã la sute de megahertzi (108 Hz).

Partea principalã a osciloscopului o reprezintã tubul catodic (fig. 2.1),
cu urmãtoarele componente:

a) un tun electronic, alcãtuit dintr-un termocatod (C) pentru emisia elec-
tronilor ºi un sistem de electrozi cilindrici (W, A

1
 ºi A

2
), puºi la diferite poten-

þiale, cu ajutorul cãrora se accelereazã electronii ºi se formeazã fasciculul
electronic foarte subþire;

b) douã perechi de plãci de deflexie, pe verticalã (P
y 
) ºi pe orizontalã

(P
x 
), care deviazã fasciculul corespunzãtor tensiunilor aplicate;

c) ecranul E, format dintr-un strat de substanþã luminescentã (luminofor),
depus pe peretele interior al ecranului de sticlã al tubului. Luminoforul (sulfurã
de zinc sau sulfurã de cadmiu) are proprietatea de a emite lumina când este
bombardat cu electroni. Fasciculul electronic formeazã pe ecran, în absenþa
unei tensiuni pe plãcile de deflexie P

y
 ºi P

x
, un punct luminos (numit spot) în

centrul ecranului.
• Pentru vizualizarea

formei curbei mãrimilor de
studiat, în funcþie de timp,
pe plãcile verticale P

y
 se

aplicã tensiunea de studiu
u

y
, adicã variabila depen-

dentã, iar pe plãcile de de-
viere orizontalã P

x
, o tensiune

u
x
, care are o variaþie liniarã

în timp, în formã de dinþi de
fierãstrãu, ºi care constituie
variabila independentã, de-
numitã bazã de timp.

Sub acþiunea câmpului
electric produs de tensiunea
u

x
 (fig. 2.2, a), în absenþa

semnalului studiat u
y
, în

Schema tubului catodic la
osciloscopul electronic.

Fig. 2.1

Formarea imaginilor pe ecranul
osciloscopului: a – imagine în absenþa

semnalului de analizat, u
y
 = 0; b – imagine

pentru ν
y
 = ν

x
.

Fig. 2.2
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intervalul de timp t
1
, corespunzãtor porþiunii ascendente a curbei în formã de

dinte de fierãstrãu, fasciculul de electroni se deplaseazã pe ecran din punctul
1 în punctul 2 cu o vitezã constantã. În intervalul de timp t

2
, foarte scurt,

corespunzãtor porþiunii descendente a tensiunii bazei de timp u
x
, fasciculul de

electroni se întoarce din punctul 1 spre punctul 2.
• Dacã simultan cu tensiunea u

x
 se aplicã ºi semnalul de cercetat u

y

(fig. 2.2, b), fasciculul de electroni, sub acþiunea câmpurilor produse de cele
douã tensiuni, descrie curba luminoasã a variaþiei în timp a tensiunii de cercetat,
u

y
 = f (t). Dacã frecvenþa tensiunii de cercetat, ν

y
, este egalã cu frecvenþa

tensiunii u
x
, adicã ν

x
, pe ecran apare curba corespunzãtoare unei perioade de

oscilaþie. Dacã ν
x
 = nν

y
, curba cuprinde n perioade pe ecran.

Pentru a putea studia simultan douã semnale pe ecranul unui tub catodic
cu un singur spot, se utilizeazã un dispozitiv special, numit comutator elec-
tronic, care permite aplicarea, pe rând, a tensiunilor de cercetat, pe plãcile de
deviere verticalã, P

y
. Curbele luminoase ale celor douã tensiuni apar în acelaºi

timp pe ecran datoritã persistenþei luminoase (postluminescenþã) a ecranului.
Un asemenea osciloscop se numeºte cu spot multiplu ºi se va folosi în cele ce
urmeazã la experimentele legate de studiul circuitelor electrice aflate în diferite
regimuri de funcþionare.

Aplicaþie

Pe plãcile P
y
 ale unui osciloscop se aplicã o tensiune alternativã u. Spotul

luminos, oscilând numai pe verticalã, va da pe ecran o linie luminoasã, având
lungimea l = 50 mm. Cunoscând cã devierea spotului luminos este de 1 mm
pentru o tensiune aplicatã plãcilor egalã cu 1 V, adicã sensibilitatea tubului
catodic este S = 1 mm/V, sã se calculeze valoarea tensiunii efective aplicate
plãcilor P

y
.

Soluþie:
Lungimea liniei verticale fiind proporþionalã cu dublul amplitudinii tensiunii

aplicate, cunoscând ºi sensibilitatea tubului catodic, rezultã cã:
2U

m
 = l/S = 50 V sau U

m
 = 25 V,

de unde: U = 0,707 · U
m
 = 17,7 V.

2.1.3. Investigarea experimentalã a comportamentului
rezistorului, bobinei ºi condensatorului

În domeniul de proiectare electroenergetic, cât ºi în cel electronic, cu-
noaºterea timpului de stabilire a unui regim permanent în circuite tip RC (rezistor
în serie cu un condensator) sau de tip RL (rezistor în serie cu o bobinã) este
deosebit de importantã.

Spre deosebire de regimurile permanente, în care intensitãþile curenþilor
ºi tensiunile au valori constante (cazul circuitelor de curent continuu) sau sunt
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variabile în timp, cu amplitudini constante (cazul circuitelor de curent alternativ),
regimul tranzitoriu este un regim nestaþionar, corespunzãtor trecerii circuitelor
electrice de la un regim permanent la un alt regim permanent.

Regimurile tranzitorii apar ºi în cazurile conectãrii ºi deconectãrii circuitelor
RL ºi RC de la sursele de tensiune continuã.

Studiul circuitelor RL ºi RC în regim de tip tranzitoriu constã în deter-
minarea intensitãþilor curenþilor, a tensiunilor tranzitorii din aceste circuite, cât
ºi a timpului de stabilire a regimului permanent al acestora.

În cele ce urmeazã se va prezenta investigarea teoretic-experimentalã
a comportamentului rezistorului, bobinei ºi condensatorului în curent continuu
ºi în curent alternativ.

2.1.4. Comportarea rezistorului, bobinei
ºi condensatorului în curent continuu

2.1.4.1. Rezistorul ºi bobina
în curent continuu

Rezistorul este unul dintre ele-
mentele de circuit obiºnuite, alãturi de
bobinã ºi condensator. Conducþia elec-
tricã în cazul acestuia are loc, în prin-
cipal, printr-un metal. Rezistorul este
un element liniar de circuit: între in-
tensitatea curentului ºi tensiune existã
o relaþie liniarã atât în curent continuu,
(U = RI), cât ºi în curent alternativ, u =
= Ri, sau U = RI în valori efective (fig. 2.3).

Regimul tranzitoriu de stabilire a curentului continuu într-o bobinã
(circuit RL serie) (fig. 2.4)

Caracteristica curent-tensiune (I, U) care
exprimã dependenþa intensitãþii

curentului funcþie de tensiune pentru un
dispozitiv electronic (element neliniar) ºi

pentru un rezistor (element liniar).

Fig. 2.3

Variaþia în timp a
intensitãþii curentului
i(t) ºi a tensiunii u

R
(t)

în regim tranzitoriu
care urmeazã

închiderii (1) sau
scurtcircuitãrii

circuitului LR (2).

Fig. 2.4
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Se considerã un circuit serie (fig. 2.4) conþinând o sursã, o bobinã de
inductanþã L, un rezistor de rezistenþã echivalentã R (rezistenþa sârmelor de
legãturã ºi rezistenþa sârmei din care este realizatã bobina).

Legea a II-a Kirchhoff, identificându-se cu legea lui Ohm în cazul cir-
cuitului electric simplu (contactorul K

1
 închis), este: U

0
 + e

a
 = Ri. Cunoscând

cã tensiunea electromotoare de autoinducþie este datã de expresia 
d

da

i
L

t
= −e ,

se obþine relaþia în variabila i = f (t):

0

d
d

i
Ri L U

t
+ = ,

care are soluþia: 0( ) 1
tU

i t
R

−
τ = −  

e ,

sau, cu 0
0

U
I

R
= : 0 1 e

t

i I
−

τ = −  
,

relaþie care reprezintã legea de stabilire a curentului continuu în circuitul RL.
S-a notat cu

L

R
τ = , [τ] = s,

mãrimea numitã constanta de timp a circuitului serie RL, care se exprimã în
secunde.

Semnificaþia acestei constante de timp rezultã din ecuaþia i = f (t), luând
t = τ. Valoarea în acest moment (t = τ) a intensitãþii curentului este:

i = I
0 ( )1

1−
e

 = I
0
(1 – 0,368) = 0,632I

0
,

unde 
0

U
I

R
=  este valoarea maximã, finalã, de regim permanent a intensitãþii

curentului continuu. Cu cât constanta de timp a circuitului este mai mare, cu
atât curentul se stabileºte mai încet, obþinerea energiei maxime a câmpului

magnetic al bobinei, 2
0

1
2mW LI= , necesitând un timp mai lung.

Stingerea curentului continuu în circuitul LR serie

Intensitatea curentului în acest caz este soluþia ecuaþiei 
d
d

i
L Ri

t
= , adicã:

0 e
t

i I
−

τ= .

Intensitatea curentului nu scade brusc, curentul se menþine un interval
de timp în care toatã energia câmpului magnetic W

m
 se disipã sub formã de

cãldurã în pãrþile rezistive ale circuitului.
Dupã timpul t = τ de la scurtcircuitarea bobinei, intensitatea curentului

prin bobinã scade la valoarea:
0

00,368
e

I
i I= = ,
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adicã scade cu:
0

0 00,632
e

I
I I− = .

• Observaþie: Teoretic, regimul tranzitoriu dureazã infinit de mult, deoarece
i = 0 numai pentru t → ∞. Practic, se poate considera cã, dupã un timp de

ordinul a 4…5τ, i ≈  0. Într-adevãr, pentru t = 5τ: 0
5e

I
i =  = (0,368)5I

0
 = 0,0067I

0

(= 0,67% I
0
). Regimul tranzitoriu dureazã un timp relativ scurt de la închiderea

(deschiderea) întrerupãtorului K; acest interval de timp are ordinul de mãrime
egal cu ordinul de mãrime al constantei de timp a circuitului. Pentru valorile
L = 0,5 H ºi R = 5 Ω, valorile uzuale pentru bobine de inductanþã mare, se
obþine τ = 0,1 s ºi regimul tranzitoriu dureazã practic o jumãtate de secundã;
instrumentele de mãsurã obiºnuite nu-l pot pune în evidenþã.

Concluzii

1. Prezenþa unei bobine într-un circuit nu introduce o întrerupere a circuitului.
2. Timpul de stabilire (i = I

0
) sau de stingere (i = 0) a curentului într-un

circuit RL serie este determinat de constanta de timp 
L

R
τ =  a circuitului. Cu

cât τ este mai mic, cu atât stabilirea sau stingerea curentului este mai rapidã.

2.1.4.2. Condensatorul în curent continuu
Regimul tranzitoriu de încãrcare a unui condensator (circuit RC serie)
Se considerã un circuit serie (fig. 2.5) conþinând: un condensator de

capacitate C, un rezistor, o sursã cu tensiunea la borne U
0
 constantã ºi un

întrerupãtor K, rezistenþa totalã a circuitului (a rezistorului ºi a sârmelor de
legãturã) fiind R. Circuitul este la început deschis, condensatorul descãrcat,
iar în momentul t = 0 se închide cu ajutorul întrerupãtorului pe poziþia 1.

Intensitatea curentului de încãrcare a condensatorului, i, ºi tensiunea,
u

C
, la bornele condensatorului au expresiile:

0
0e ; 1 e

t t

C

U
i u U

R

− −
τ τ = = −  

.

Variaþiile în timp ale
mãrimilor u

C
(t) ºi i(t)

în regim tranzitoriu
care urmeazã

încãrcãrii (1) sau
descãrcãrii

condensatorului (2).

Fig. 2.5
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Când K este pe poziþia 2, condensatorul se descarcã, iar i ºi u
C
 au expresiile:

0
0e ; e

t t

C

U
i u U

R

− −
τ τ= = .

Sensul curentului de descãrcare este contrar sensului curentului de încãr-

care a condensatorului. Câtul 0U

R
 defineºte intensitatea maximã, 0

0

U
I

R
= .

Toate mãrimile exponenþiale i ºi u
C
 conþin mãrimea τ = RC. Aceasta este

constanta de timp a circuitului serie RC, cu aceeaºi semnificaþie ca în cazul
circuitului RL:

[ ] [ ] [ ] [ ] V C As
F ; F s

A V A
s R Cτ = Ω ⋅ τ = Ω ⋅ = ⋅ = = .

Se observã cã în regim permanent (t → ∞, i = 0) intensitatea curentului
se anuleazã: o tensiune continuã nu poate determina un curent continuu, în
regim permanent, printr-un condensator.

Valorile iniþiale 0
0(0)

U
i I

R
= =  ale intensitãþilor curenþilor de încãrcare

pot fi foarte mari, periclitând securitatea instalaþiilor. Pentru limitarea intensitãþii
curentului de încãrcare, marile baterii de condensatoare industriale au re-
zistoare sau alte dispozitive.

Dispozitiv experimental pentru studiul comportamentului în curent
continuu al circuitelor serie RC ºi RL (fig. 2.6)

Cu ajutorul unui cronometru
ºi a indicaþiilor instrumentelor de mã-
surã, microampermetru (µA) ºi volt-
metru electronic (VE), se realizeazã
graficele pentru variaþiile în timp ale
mãrimilor i(t) ºi u

C
(t). Pentru procesul

de încãrcare, comutatorul K
2
 se aflã

pe contactul 1 sau 2, contactul K este
închis, dupã care se închide contac-
torul K

1
 pe poziþia a. Odatã conden-

satorul C încãrcat (i = 0), se deschide
contactorul K, se trece comutatorul K

1
 pe poziþia b, se schimbã contactul pentru

K
2
, se închide comutatorul K ºi se fac determinãrile pentru procesul de descãr-

care a condensatorului (conectarea microampermetrului fiind inversatã).
• Se constatã cã, odatã condensatorul încãrcat (u

C
 = U

0
), intensitatea

curentului prin circuit se anuleazã (i = 0): într-un circuit de curent continuu
condensatorul întrerupe circuitul.

• Se determinã grafic constanta de timp τ
C
 (timpul τ pentru care 0

e

I
i = 

ºi se verificã egalitatea acesteia, în limita erorilor experimentale, cu rezultatul cal-

culului teoretic τ
C
 = RC (pentru cele douã valori de rezistenþã R

1
 ºi R

2
, U

0
 = constant).

Fig. 2.6
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• Se observã cã procesele încãrcare-descãrcare sunt mai rapide pentru
R mai mare (de exemplu: R

1
 > R

2
), deci pentru τ mai mare (τ

1
 > τ

2
).

Date numerice: C ~ zeci de microfarazi, R = 106 Ω, U
0
 = 50 V (tensiunea

la bornele alimentatorului de tensiune continuã, reglabilã cu ajutorul unui
buton potenþiometric).

Circuitul serie RL
Datoritã constantei de timp τ

L
 de valoare micã, în majoritatea cazurilor,

comportarea tranzitorie a circuitului serie RL poate fi studiatã experimental
doar cu ajutorul osciloscopului catodic.

Dacã bornele Y ale osciloscopului sunt legate, pe rând, corespunzãtor
schemei din figura 2.7, a, b, pot fi reprezentate, în funcþie de timp, mãrimile
i(t), u

L
(t) ºi u

R
 + u

L
 = U

0
. Pentru semnalele oscilografiate comutatorul electronic

K trebuie sã comute periodic între contactele 1 ºi 2. Timpul (perioada) de

comutare t trebuie sã respecte condiþia t >> τ
L
 ( )L

R
= .

Datele numerice pentru elementele circuitului analizat pot fi cele din
figura 2.4.

Cu un montaj osciloscopic asemãnãtor celui din figura 2.7 se obþin aceleaºi
dependenþe de timp ºi pentru mãrimile i(t), u

C
(t) ºi u

R
 + u

C
 = U

0
 pentru circuitul

RC serie (fig. 2.8).

Aplicaþii ale circuitelor serie RL ºi RC. Circuitele de diferenþiere
În tehnica impulsurilor – radiolocaþie, televiziune, telecomunicaþii multi-

canal –, a calculatoarelor, în automatizãri etc., formarea impulsurilor se obþine
cu ajutorul circuitelor de diferenþiere, care pot efectua diferite operaþii matematice.

Circuitele de diferenþiere se pot concepe pe baza legilor de încãrcare sau
de descãrcare a unui condensator ºi pe cele de stabilire sau de stingere a
curentului printr-o bobinã.

a – Schema de legare a
circuitului; b – Reprezen-
tarea pe ecranul oscilos-

copului a tensiunilor de la
bornele rezistorului, u

R
, ale

condensatorului, u
C
, ºi de la

bornele circuitului, u
R
 + u

L
.

a)

b)
Fig. 2.8

Fig. 2.7
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Circuitul electric care dã la ieºire, în orice moment, o tensiune propor-
þionalã cu derivata tensiunii aplicate la intrare se numeºte circuit de diferenþiere:

intr
ieº

d

d

u
u k

t
= . (2.1)

În figura 2.9 se dau schemele a douã circuite de diferenþiere ºi mai
multe exemple de forme de tensiuni de intrare ºi tensiuni de ieºire cores-
punzãtoare pentru circuite de diferenþiere.

Sã se expliciteze constanta k, din relaþia 2.1, în cazul circuitului de
diferenþiere din figura 2.9.

Rezolvare: ieº

d

d
Cu

u Ri RC
t

= = , de unde k = τ
C
 (= RC).

Studiul experimental ºi teoretic al legii lui Ohm în curentul alternativ se
face pentru circuite în care generatorul de alimentare constituie o sursã de
energie electromagneticã. Sursa, între ale cãrei borne cãderea de tensiune
interioarã este neglijabilã, introduce în circuitul din care face parte o t.e.m.
alternativã e

g
, datã, independentã de structura reþelei în care este conectatã,

adicã e
g
 = u = 2 sinU tω , unde U este tensiunea efectivã 

2
mU

U =
, U

m
 =

= tensiunea maximã). Reþinem cã instrumentele de mãsurã a intensitãþilor ºi
tensiunilor alternative indicã valori efective.

Exemple de tensiuni aplicate la intrarea unui circuit de diferenþiere, u
intr.

, cu
tensiunile corespunzãtoare de la ieºire, u

ieº
.

Fig. 2.9

Aplicaþie

Definiþie
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2.1.5. Rezistorul, bobina ºi condensatorul în curent alternativ

2.1.5.1. Rezistor în curent alternativ
Circuitele care nu

conþin bobine sau con-
densatoare opun curen-
þilor alternativi (de frec-
venþã joasã), practic,
aceeaºi rezistenþã ca ºi
curentului continuu. Cã-
derea de tensiune produsã
la trecerea curentului al-
ternativ printr-un rezistor
este, conform legii lui
Ohm, u = i · R. Valorile
instantanee u ºi i trec si-
multan prin valori maxime ºi nule (fig. 2.10), adicã sunt în concordanþã de fazã.
Scrisã pentru valori efective, legea lui Ohm pentru circuitul de rezistor este

U
I

R
= . În curent alternativ, rezistenþei rezistorului i se spune rezistenþa activã,

întrucât la trecerea curentului electric se disipã cãldurã.

2.1.5.2. Circuit serie cu rezistor ºi bobinã în curent alternativ

a – Circuit cu rezistor ohmic; b – Variaþia cu
timpul a tensiunii ºi a intensitãþii curentului

alternativ într-un circuit cu rezistor;
c – Fotografie de pe ecranul osciloscopului.

Fig. 2.10

Experimente

1. Un circuit serie format dintr-o bobinã cu
multe spire – în care se poate introduce un miez de
fier –, un rezistor ºi un ampermetru de curent alternativ
este alimentat sub tensiunea alternativã u cu va-
loarea efectivã U constantã (fig. 2.11).

Prin introducerea miezului de fier M în bo-
binã, inductanþa creºte, iar ampermetrul indicã scã-
derea intensitãþii curentului alternativ prin circuitul

serie bobinã-rezistor. Bobina introduce, deci, în
circuit, o rezistenþã aparentã cu atât mai mare
cu cât inductanþa ei, L, este mai mare.

2. Cu un montaj a cãrui schemã este pre-
zentatã în figura 2.12 se poate studia variaþia cu
timpul a tensiunii u ºi a intensitãþii i pentru un
circuit serie RL. Cu ajutorul comutatorului elec-
tronic CE se aplicã, pe rând, pe plãcile P

y
 ale

osciloscopului tensiunea u ºi tensiunea u
R
 = Ri

de la bornele rezistorului, tensiune care co-
respunde variaþiei intensitãþii instantanee i.

Circuit serie RLC.
Inductanþa bobinei
creºte, intensitatea
curentului scade.

Fig. 2.11

Efectul inductanþei
bobinei în circuitul serie

RL studiat cu ajutorul
osciloscopului; CE –
comutator electronic.

Fig. 2.12
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Figura 2.13 indicã
poziþia curbelor cores-
punzãtoare lui u ºi i pe
ecranul osciloscopului.
Atâta timp cât inductan-
þa bobinei este neglija-
bilã sau foarte micã,
adicã bara de fier care
constituie miezul bo-
binei, nu este introdusã
în bobinã, curbele pen-
tru u ºi i intersecteazã

axa timpului în aceleaºi puncte; u ºi i sunt în fazã (fig. 2.13, a). Odatã cu
creºterea inductanþei bobinei, curba pentru i, notatã acum cu i

L
, care pãstreazã

aceeaºi perioadã ca ºi u, se decaleazã înainte, pe axa timpului, cu δ faþã de
curba sinusoidalã pentru u.

Pe mãsurã ce inductanþa bobinei creºte, curba sinusoidalã pentru i
L
 se

aplatizeazã, adicã I
m
 scade; decalajul lui i

L
 pe axa timpului, δ, faþã de curba

pentru u – care rãmâne fixã pe ecranul osciloscopului – creºte. Decalajul indicã
faptul cã i

L
 trece prin valoarea zero dupã ce tensiunea a luat aceastã valoare,

ceea ce aratã cã, în prezenþa bobinei, intensitatea curentului este defazatã în
urmã faþã de tensiune.

a – Defazarea în urmã a intensitãþii curentului faþã
de tensiune în circuitul serie RL; b – Fotografie de

pe ecranul osciloscopului.
Fig. 2.13

Definiþie

O bobinã aflatã într-un circuit de curent alternativ introduce o rezistenþã
aparentã ºi o defazare în urmã a intensitãþii curentului faþã de tensiunea apli-
catã circuitului.

Aplicând legea a II-a a lui Kirchhoff în mãrimi instantanee, aceeaºi cu
legea lui Ohm pentru circuitul serie RL, se obþine ecuaþia:

d

d

i
u L Ri

t

 + − =  
,

adicã suma dintre tensiunea de alimentare u ºi tensiunea electromotoare de auto-

inducþie 
d

d

i
L

t
−  trebuie sã fie egalã cu cãderea de tensiune Ri pe rezistorul R.

Cunoscând cã: 2 sinu U t= ω ,

atunci: 2 sin( )i I t= ω − ϕ
exprimã intensitatea curentului, defazatã cu unghiul ϕ în urma tensiunii
aplicate u, iar

d
2 sin

d 2

i
I t

t

π = ω ω − ϕ +  
reprezintã viteza de variaþie a intensitãþii curentului.
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Trecând în membrul drept al egalitãþii termenii conþinând I, ecuaþia cir-
cuitului RL devine:

sin sin( ) sin
2

U t RI t LI t
π ω = ω − ϕ + ω ω − ϕ +  

.

Folosind reprezentarea fazorialã*, relaþiile între I, U, R, ω, L se pot deter-
mina imediat.

* Precizare: În reprezentarea fazorialã, fazorul asociat mãrimii sinusoidale este un vector fix, de
modul egal cu valoarea efectivã a mãrimii sinusoidale ºi de argument egal cu faza iniþialã a mãrimii.

Concluzie

Fazorul conservã din mãrimea sinusoidalã elementele care îl indivi-
dualizeazã în raport cu ceilalþi fazori de aceeaºi frecvenþã: valoarea efectivã
ºi faza iniþialã.

Fazorul OA
JJJG

 (fig. 2.14), de modul RI,

reprezintã termenul: sin( )RI tω − ϕ .

Fazorul AB
JJJG

, de modul ωLI, reprezintã

termenul: sin
2

LI t
π ω ω − ϕ +  

, defazat înainte

cu 
2
π

 faþã de fazorul OA
JJJG

.

Suma OA AB+
JJJG JJJG

 dã fazorul OB
JJJG

, care reprezintã termenul Usinωt, de

modul U. În triunghiul dreptunghic OAB, unghiul ϕ = ) ( ),OA OB
JJJG JJJG

 reprezintã

unghiul de defazare în urmã a intensitãþii curentului faþã de tensiune.
Pentru triunghiul dreptunghic OAB se pot scrie relaþiile:

2 2 2U I R L= + ω  ºi tg 
L

R

ωϕ = .

Defazarea fazorialã a
circuitului RL serie.

Fig. 2.14

Definiþie

Se numeºte impedanþã a unui circuit de curent alternativ, Z, raportul
dintre valorile maxime sau efective ale tensiunii aplicate la borne ºi cele ale
intensitãþii curentului prin circuit:

0m

m

U U
Z

I I
= = > .

Pentru circuitul analizat, impedanþa este 2 2 2Z R L= + ω .

Definiþie

Mãrimea X
L
 = ωL se numeºte reactanþã inductivã.
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Atât impedanþa, cât ºi reactanþa inductivã se mãsoarã în ohmi (Ω), la fel
ca rezistenþa R.

Lege

Relaþia 2 2
LU I R X= +  exprimã legea lui Ohm, în mãrimi efective, pentru

circuitul serie RL.

Dacã bobina ar avea rezistenþã neglijabilã (bobina idealã), atunci ea ar
defaza intensitatea curentului, i, cu ϕ = π/2 rad în urma tensiunii u. Legea lui
Ohm pentru circuitul cu bobinã idealã ar fi U = I · X

L
, iar în mãrimi instantanee:

d
d

i
u L

t
= ,

aproximaþie des folositã în circuitele electronice (X
L
 >> R 

bobinã
).

Stabilirea regimului permanent sinusoidal în circuitul de curent alternativ
serie, cu rezistor ºi elementele reactive bobinã sau/ºi condensator, are loc dupã
un timp scurt (fracþiuni de secundã), care corespunde unui regim numit tran-
zitoriu (v. subcapitolul 2.2).

Durata regimului tranzitoriu pentru circuitul serie LR este de acelaºi ordin

de mãrime cu mãrimea τ ( )L

R
=  numitã constanta de timp a circuitului serie

LR. Unitatea de mãsurã pentru τ este secunda:

[ ] H (henry) V s A
s

 (ohm) A V

⋅τ = = ⋅ =
Ω .

Aplicaþii

1. Sã se calculeze intensitatea curentului printr-o bobinã cu inductanþa
L = 0,5 H ºi rezistenþa R = 5 Ω, aflatã, pe rând: a) sub tensiunea efectivã U =
= 100 V cu ν = 50 Hz; b) sub tensiunea continuã U = 100 V. Se vor compara
datele experimentale cu rezultatele calculului teoretic de mai jos.

Soluþie:
a) Reactanþa inductivã este 2 157 LX L= πν = Ω , iar:

2 2

100

25 24649
L

U
I

R X
= =

++
, deci 

100
0,64

157,08
I � �  A (regim permanent si-

nusoidal).

b) 
100

20
5

U
I

R
= = = A (regim permanent de curent continuu).

Pentru frecvenþe mari, reactanþa bobinelor poate cãpãta valori mari, ceea
ce duce la blocarea trecerii curentului; pentru frecvenþe mici, bobina se com-
portã ca un scurtcircuit. Acestea sunt proprietãþi folosite în proiectarea cir-
cuitelor electronice.



Oscilaþii ºi unde electromagnetice 67

2

pag 67 – Magenta Black

2. Pentru a se determina inductanþa ºi rezistenþa unei bobine, se mãsoarã,
cu aparate de mare precizie, valorile efective ale tensiunii la bornele bobinei,
U, ºi ale intensitãþii curentului care o strãbate, I, pentru douã frecvenþe diferite,
ν

1
 ºi ν

2
, ale tensiunii sinusoidale aplicate, u, ºi anume:

U
1
 = 60 V; I

1
 = 10 A; ν

1
 = 50 Hz;

U
2
 = 60 V; I

2
 = 6 A; ν

2
 = 100 Hz.

Sã se calculeze inductanþa L, rezistenþa bobinei, R, ºi constanta de timp, τ.

Soluþie:
Impedanþa bobinei, în cele douã cazuri, este:

2 2 21
1 1

1

(2 )
U

Z R L
I

= = + πν ;
2 2 22

2 2

2

(2 )
U

Z R L
I

= = + πν .

Se obþine sistemul: 
2 4 2 2

2 4 2 2

10 36

4 10 100

R L

R L

 + π =


+ ⋅ π =
.

Rezultã: L = 14,7 · 10–2 H = 147 mH, R = 3,83 Ω; 
L

R
τ =  = 4,53 · 10–2 s.

2.1.5.3. Circuit serie cu rezistor ºi condensator în curent alternativ

Experimente

1. Se considerã un circuit serie format
dintr-un sistem de trei condensatoare legate
în paralel, un rezistor ºi un ampermetru
(fig. 2.15). La bornele circuitului se aplicã
tensiunea alternativã u (cu valoarea efectivã
U constantã). Deºi condensatoarele consti-
tuie întreruperi pentru ºirul de conductoare
care formeazã circuitul, ampermetrul indicã
prezenþa unui curent alternativ prin circuitul
în care s-a introdus unul dintre condensa-
toare. Deci condensatorul nu se opune tre-
cerii curentului alternativ. Cu atât mai mult,
dacã se mãreºte capacitatea bateriei de condensatoare prin introducerea, pe
rând, ºi a celorlalte douã condensatoare (prin închiderea întrerupãtoarelor),
ampermetrul indicã succesiv creºterea intensitãþii curentului alternativ prin
circuit. Modul în care un condensator este „traversat” de curentul alternativ
devine uºor de înþeles dacã se considerã curentul alternativ drept o miºcare
oscilatorie a electronilor liberi din circuitul conductor. Fiecare dintre armãturile
condensatoarelor are, în decursul unei perioade, succesiv: o sarcinã nulã, o
sarcinã pozitivã (lipsã de electroni), o sarcinã nulã, o sarcinã negativã (exces
de electroni), o sarcinã nulã.

Circuitul serie RC. Creºte
capacitatea bateriei de
condensatoare, creºte
intensitatea curentului

prin circuit.

Fig. 2.15
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2. Cu un montaj a cãrui schemã este prezentatã în
figura 2.16 se poate analiza variaþia tensiunii, u, ºi a inten-
sitãþii, i, în cazul circuitului serie RC. Prin intermediul co-
mutatorului electronic CE se aplicã, pe rând, pe plãcile P

y

ale osciloscopului, tensiunea u ºi tensiunea u
R
 = Ri de la

bornele rezistorului de rezistenþã R, tensiune care cores-
punde variaþiei intensitãþii instantanee, i.

Figura 2.17 indicã poziþia curbelor corespunzãtoare lui u ºi i pe ecranul
osciloscopului. Curba pentru i ºi curba pentru u sunt în fazã atâta timp cât
întrerupãtorul S scurtcircuiteazã condensatorul variabil C. Introducând conden-
satorul în circuit prin deschiderea întrerupãtorului S, curba sinusoidalã i (notatã
cu i

C
), care pãstreazã aceeaºi perioadã ca ºi u, se decaleazã în urmã cu δ, pe

axa timpului, faþã de curba sinusoidalã pentru u. Se observã, de asemenea, cã
valoarea maximã I

m
 pentru i

C
 este mai micã decât I

m
 pentru curba i; I

m
 ºi δ scad

pe mãsurã ce capacitatea condensatorului variabil C creºte. Decalajul δ aratã
cã intensitatea i trece prin valoarea zero înainte ca tensiunea sã ia aceastã
valoare; în prezenþa condensatorului, intensitatea curentului este în avans de
fazã faþã de tensiune.

Montaj pentru
studiul circuitului

RC serie cu ajutorul
osciloscopului.

Fig. 2.16

Fig. 2.17
a – Defazarea înainte a intensitãþii curentului faþã de tensiune în
circuitul RC serie; b – Fotografie de pe ecranul osciloscopului.

Concluzie

Într-un circuit de curent alternativ condensatorul introduce o rezistenþã
aparentã ºi o defazare înainte a intensitãþii curentului faþã de tensiunea aplicatã
circuitului.

Legea lui Ohm în mãrimi instantanee, pentru circuitul serie RC, este datã
de ecuaþia:

q
u Ri

C
= + , (2.2)

unde u este tensiunea sursei, 
q

C
 este tensiunea la bornele condensatorului ºi

Ri, cãderea de tensiune pe rezistor.
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Sã exprimãm relaþia de mai sus prin scrierea explicitã a dependenþei de
timp a mãrimilor u, i ºi q:

2 sinu U t= ω ;

2 sin( )i I t= ω + ϕ .
Unghiul ϕ, care exprimã diferenþa de fazã dintre fazele mãrimilor i ºi u,

este pozitiv (ϕ > 0), fapt stabilit în experiment.
Valoarea instantanee a intensitãþii curentului, fiind datã de relaþia i = dq/dt,

se poate scrie:
d

2 sin( )
d

q
I t

t
= ω + ϕ .

Pentru ca relaþia de mai sus sã se verifice, trebuie ca:

2 2
sin( / 2) sin( / 2)

I I
q t t= ω + ϕ − π = − ω + ϕ + π

ω ω
.

Ecuaþia (2.2), care exprimã legea lui Ohm pentru circuitul serie RC, devine:

2
2 sin sin( / 2) 2 sin( )

I
U t t R I t

C
ω = − ω + ϕ + π + ω + ϕ

ω
.

Folosind reprezentarea fazorialã (vezi
figura 2.18), se observã cã:

Fazorul OA
JJJG

, de modul RI, reprezintã
termenul RIsin(ωt + ϕ).

Fazorul AB
JJJG

, de modul I/ωC, reprezintã

termenul sin
2

I
t

C

π − ω + ϕ + ω  
.

Fazorul OB
JJJG

, de modul U, reprezintã ter-
menul Usinωt.

Din figura 2.18 se deduc valorile pentru I ºi tgϕ în funcþie de U, R, C,
ω; astfel, în triunghiul dreptunghic OAB se pot scrie relaþiile:

2

2 2

1
U I R

C
= +

ω  ºi 
1

tg 
CR

−ϕ =
ω

.

Reprezentarea prin
fazori a circuitului

RC serie.
Fig. 2.18

Definiþie

Termenul 
1

CX
C

=
ω

 se numeºte reactanþã capacitivã.

Mãrimea 2 2 21/Z R C= + ω  se numeºte impedanþa circuitului serie RC.

Relaþia: 2 2
CU I R X I Z= + = ⋅  exprimã legea lui Ohm, în mãrimi efec-

tive, pentru circuitul serie RC.
• Cazul particular al unui circuit care conþine numai condensator ideal.
În acest caz, R = 0 ºi I = ωCU, iar tgϕ = ∞.
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Aºadar:
Intensitatea i a curentului printr-un circuit care conþine un condensator ideal

este defazatã înaintea tensiunii aplicate u cu π/2 ºi are valoarea efectivã:
I = ωCU = U/X

C

(relaþie care exprimã legea lui Ohm pentru circuitul cu condensator ideal).

Cazul circuitului cu condensator ideal este mai des întâlnit în practicã,
deoarece se pot construi asemenea condensatoare cu dielectrici, ceea ce este
echivalent cu a considera rezistenþa activã a condensatorului nulã. Rezistenþa
firelor de legãturã cu sursa se neglijeazã ºi ea, fiind de ordinul zecimilor de
miimi de ohmi.

Spre deosebire de cazul circuitului cu condensator ideal, un circuit cu bo-
binã idealã nu este realizabil, în practicã, deoarece sârma spirelor bobinei nu are
rezistenþa neglijabilã. Se admite, totuºi, cã o bobinã poate fi consideratã idealã
dacã reactanþa ei este mult mai mare decât rezistenþa sârmei care o compune.

• Observaþie. Pentru tensiuni de frecvenþe mici, reactanþa unui conden-
sator poate cãpãta valori mari, ceea ce duce, practic, la blocarea trecerii cu-
rentului; pentru tensiuni de frecvenþã înaltã, însã, condensatorul constituie un
scurtcircuit. Aceste proprietãþi ale condensatorului sunt folosite în montajele
electronice.

Aplicaþie

Voltmetrele din figura 2.19 indicã ten-
siunile efective U = 193 V, U

1
 = 60 V ºi U

2
 =

= 180 V, frecvenþa tensiunii aplicate fiind
ν = 50 Hz. Cunoscând R

1
 = 20 Ω, sã se cal-

culeze valorile pentru R, C ºi τ (= RC).

Soluþie:
Impedanþa porþiunii de circuit dintre

punctele 1 ºi 2 este:

2 2 2
1,2 21/ /Z R C U I= + ω = ,

unde intensitatea curentului este I = U
1
/R

1
 = 60/20 = 3 A.

Din triunghiul OAB al diagramei fa-
zoriale din figura 2.20 rezultã:

2 2 2
2 1 12 cosU U U U U= + − ϕ ,

de unde: 
2 2 2
1 2

1

cos
2

U U U

U U

+ −ϕ = =

 
2 2 260 193 180

0,365
2 193 60

+ −= =
⋅ ⋅

.

Din figura 2.20 rezultã OC OA AC= +
JJJJG JJJG JJJG

 sau Ucosϕ = U
1
 + RI. Se obþine

R = 3,5 Ω. Introducând valoarea lui R în relaþia impedanþei, se obþine C = 53,3 µF.

Fig. 2.19

Fig. 2.20

U
C

B
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τ = RC = 1,86 · 10–4 s.
În cazul unui condensator cu pierderi, rezistenþa rezistorului R poate fi

consideratã chiar rezistenþa echivalentã pierderilor prin disipare de cãldurã,
la trecerea curentului alternativ printr-un condensator cu dielectric (Q = RI

 
2t).

Cu un montaj ca cel din figura 2.19 se pot mãsura, deci, mãrimile R ºi C ale
unui condensator cu pierderi.

2.1.6. Circuit serie cu rezistor, bobinã ºi condensator
în curent alternativ (circuit RLC serie)

2.1.6.1. Analiza circuitului RLC serie

 Experiment

Studiul comportãrii unui circuit serie
RLC în curent alternativ se poate face cu aju-
torul unui montaj a cãrui schemã este pre-
zentatã în figura 2.21, bobina ºi condensa-
torul având inductanþa, respectiv capacitatea
variabile. Conectând circuitul la sursa de ten-
siune alternativã, se poate observa, cu aju-
torul ampermetrului, cã:

– variaþia capacitãþii condensatorului, C, menþinând o valoare constantã
pentru L, poate duce la o creºtere a intensitãþii curentului prin circuit, la tre-
cerea acesteia printr-un maxim, urmatã de o descreºtere a sa (fig. 2.22);

– menþinând C constant, variaþia lui L poate corespunde unei creºteri a
intensitãþii efective a curentului prin circuit, a trecerii acesteia prin maxim,
urmatã de o descreºtere a sa (fig. 2.23).

Studiul osciloscopic asupra circuitului serie RLC (fig. 2.24) aratã cã,
pentru valori convenabile alese pentru L ºi C, efectul inductiv (i defazat în urmã
faþã de u) poate sã predomine sau, dimpotrivã, i poate sã prezinte o defazare
înainte faþã de u. Acest lucru dovedeºte cã în circuit predominã efectul ca-
pacitiv (fig. 2.25). Deci, în ceea ce priveºte defazajul dintre u ºi i, bobina are
un efect antagonist faþã de acela al condensatorului.

Circuit pentru stabilirea
regimului de rezonanþã a

circuitului RLC serie.
Fig. 2.21

Variaþia lui I
pentru

L = const. ºi
C variabil.

Variaþia lui I
pentru

C = const.
ºi L variabil.

Schema montajului
pentru studiul
osciloscopic al
circuitului RLC.

Regimurile capacitiv,
inductiv ºi de rezonanþã în

circuitul RLC serie.

Fig. 2.22 Fig. 2.23 Fig. 2.24
Fig. 2.25
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Studiul teoretic al comportãrii circuitului RLC în curent alternativ con-
firmã rezultatele experimentale.

Ecuaþia tensiunilor instantanee pentru circuitul serie RLC este datã de
legea lui Ohm:

d

d

i q
u L R i

t C

 + − = + ⋅  
,

unde: u – tensiunea sursei de alimentare; 
d

d

i
L

t

 −  
 – t.e.m. de autoinducþie; 

q

C
 –

tensiunea la bornele condensatorului; R · i – cãderea de tensiune pe rezistor.
ªtiind cã defazajul dintre u ºi i este exprimat prin unghiul ϕ, intensitatea

instantanee a curentului prin circuitul cu elementele reactive, bobinã ºi con-

densator, poate fi scrisã sub forma: ( )2 sini I t= ω − ϕ , cu ϕ > 0, dacã pre-

dominã aspectul inductiv, ºi ϕ < 0, dacã predominã aspectul capacitiv. Sarcina
electricã instantanee, q, a suprafeþei armãturii condensatorului poate fi expri-

matã cu ajutorul lui i plecând de la expresia: ( )d
2 sin

d

q
i I t

t
= = ω − ϕ , de unde,

dupã cum ºtim:
2

sin
2

I
q t

π = − ω − ϕ + ω  
.

Cu aceastã expresie pentru q ºi cunoscând cã:

( )d
2 sin / 2

d

i
I t

t
= ω ω − ϕ + π , ecuaþia tensiunilor poate fi scrisã sub forma:

( ) ( ) ( )sin sin / 2 sin / 2 sin
I

U t LI t t RI t
C

ω = ω ω − ϕ + π − ω − ϕ + π + ω − ϕ
ω .

2.1.6.2. Reprezentarea fazorialã a circuitului RLC serie
Reprezentarea fazorialã* dã pentru fazori modulele (fig. 2.26, a, b, c):

pentru OA
JJJG

: RI = U
R
; pentru AB

JJJG
: ωLI = U

L
; pentru BC

JJJG
: 

1
CI U

C
=

ω
;

pentru OC
JJJJG

: U.

∗ În cele ce vor urma, la circuitele de curent alternativ, unghiul ϕ va reprezenta defazajul ϕ al

fazei tensiunii u înaintea intensitãþii curentului i, mãrime algebricã ce satisface condiþia ,
2 2

π π ϕ∈ −  
.

Corespunzãtor, arcul de cerc care va indica unghiul ϕ va fi orientat spre fazorul tensiunii u.

Diagramele fazoriale ale circuitului RLC serie.Fig. 2.26

a) b) c)
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În figura 2.26, a, b, c, se observã cã sunt posibile trei cazuri:
a) dacã U

L
 > U

C
, adicã ωL > 1/ωC, efectul inductiv predominã faþã de

cel capacitiv; intensitatea curentului este defazatã în urmã faþã de tensiune,
deci ϕ > 0;

b) dacã U
L
 < U

C
, adicã ωL < 1/ωC, efectul capacitiv predominã faþã de cel

inductiv; intensitatea curentului este defazatã înainte faþã de tensiune, deci ϕ < 0;
c) dacã U

L
 = U

C
, adicã ωL = 1/ωC, cele douã efecte se compenseazã,

ϕ = 0; cazul este numit rezonanþã ºi va fi analizat separat.
Pentru U

L
 ≠ U

C
 (fig. 2.26, a, b), din triunghiul tensiunilor OAC rezultã:

2
2 1

U I R L
C

 = + ω − ω 
ºi 

1

tg
L

C
R

ω −
ωϕ =  sau:

( )22
L CU I R X X I Z= + − = ⋅ ºi tg L CX X

R

−ϕ = , Z fiind impedanþa circuitului

serie RLC.
Formula U = I · Z exprimã legea lui Ohm, în mãrimi efective, pentru

circuitul RLC.

2.1.6.3. Rezonanþa circuitului RLC serie.
Rezonanþa tensiunilor. Aplicaþii practice

Dacã pentru un circuit serie RLC, alimentat de la o sursã de tensiune
efectivã U, se aleg valori pentru L, C sau ω astfel încât X

L
 = X

C
, adicã:

ωL = 1/ωC, (2.3)
circuitul RLC se aflã în regim de rezonanþã.

În acest caz, tensiunile la bornele bobinei, u
L
, ºi la bornele conden-

satorului, u
C
, opuse ca fazã, devin egale ºi U

L
 – U

C
 = 0, iar defazajul dintre

intensitatea curentului ºi tensiunea la bornele circuitului devine zero. Diagrama
fazorialã pentru rezonanþa circuitului serie RLC capãtã forma din figura 2.26, c.
Rezonanþa la circuitul serie, datã de relaþia 2.3, se mai numeºte ºi rezonanþa ten-
siunilor. În condiþiile rezonanþei, intensitatea curentului devine maximã, I

r
 = U/R,

iar tensiunile efective la bornele bobinei ºi ale condensatorului devin maxime:

0

L r L

U L
U I X

R ω=ω

ω = =   
 ºi 

0

C r C

U
U I X

RC ω=ω

 = =  ω 
.

Raportul notat cu Q:

0 0

0

0

1L C LU U
Q

U U R RCω=ω ω=ω

ω   = = = =    ω     ,

care aratã de câte ori este mai mare, la rezonanþã, tensiunea la bornele bobinei
sau ale condensatorului decât tensiunea generatorului, se numeºte factor de
supratensiune (sau factor de calitate al circuitului).

Valoarea ridicatã a tensiunii de la bornele bobinei ºi ale condensatorului
prezintã o particularitate extrem de interesantã a rezonanþei serie.

În instalaþiile industriale pentru transmisia ºi utilizarea energiei electrice
în curent alternativ, apariþia supratensiunilor poate sã ducã la descãrcãri electrice
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între spirele bobinajelor sau între armãturile condensatoarelor, prin strãpun-
gerea materialelor izolante, ºi sã dea naºtere la deteriorãri sau accidente.

În radiocomunicaþii, rezonanþa serie este utilizatã pentru obþinerea in-
tensitãþii curentului ºi a tensiunii maxime în circuit. De exemplu, pentru a se
obþine în antenã un curent de intensitate maximã, circuitul de antenã al unei
staþii de emisie radio este întotdeauna de tip serie; în acest caz, bãtaia staþiei
este, ºi ea, maximã.

Rezolvând ecuaþia 2.3 în raport cu ω, se obþine:

0

1

LC
ω = = ω , (2.4)

ceea ce înseamnã cã, la rezonanþã, perioada tensiunii alternative aplicate la

bornele circuitului trebuie sã fie 0 2T T LC= = π  (formula lui Thomson), adicã

sã fie egalã cu perioada de „oscilaþie proprie”, 0 2T LC= π , a circuitului.

În figura 2.27 sunt reprezentate,
în funcþie de ω, mãrimile reactive (X,
X

L
, X

C 
) ºi defazajul ϕ pentru circuitul

serie RLC.
Þinând cont de expresia pulsa-

þiei ω la rezonanþã (2.4) se obþine:

 
0 0

1L CU U L

U U R Cω=ω ω=ω

   = =       ,

de unde rezultã cã:

U
L
 = U

C
 >> U dacã R << 

L

C
.

Mãrimea 0

L
Z

C
=  are dimensiunile unei rezistenþe ºi se numeºte impe-

danþa caracteristicã a circuitului serie. Relaþia de dependenþã între factorul de

calitate ºi impedanþa caracteristicã, pentru un circuit serie RLC, este 0

1
Q Z

R
= .

În concluzie, circuitele cu rezonanþã de tensiune se utilizeazã pentru
amplificarea tensiunilor slabe, având frecvenþa egalã cu frecvenþa de rezonanþã
proprie circuitelor respective.

Analogie mecanicã. Circuitul RLC, la bornele cãruia se aplicã o tensiune
alternativã, se comportã ca un sistem excitat. Sursa de t.e.m. alternativã are
rolul de excitator, rezistenþa circuitului corespunzând frecãrii cu mediul, din
cazul pendulului elastic. Constanta pendulului, k, are ca echivalent pe 1/C, iar
masa pendulului, pe L. Sursa de t.e.m. alternativã întreþine în circuitul RLC un curent
alternativ cu aceeaºi perioadã ca cea a t.e.m., intensitatea curentului fiind datã
de legea lui Ohm; circuitul funcþioneazã, deci, în regim de oscilaþii forþate.

Fig. 2.27

0
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Dacã perioada t.e.m. este egalã cu 2π LC , perioada de oscilaþie proprie
a circuitului RLC, în circuit se produc oscilaþii de amplitudine mare ale elec-
tronilor de conducþie, caracterizate prin tensiuni ºi intensitãþi de curent mari.
Sursa va debita o putere relativ micã, necesarã numai pentru compensarea
pierderilor de energie prin efect Joule, ce se datoreazã rezistenþei circuitului,
R. Generatorul ºi circuitul RLC pot fi asemãnate cu un sistem de doi oscilatori
cuplaþi în serie, funcþionând în regim de rezonanþã. Tot astfel, poate fi fãcut
sã oscileze, la rezonanþã, un pendul.

Pornind de la formula generalã care exprimã legea lui Ohm pentru cir-
cuitul serie,

2
2 1

U
I

R L
C

=
 + ω − ω 

,

se poate construi cu precizie graficul curbei
variaþiei intensitãþii efective a curentului
prin circuitul RLC în funcþie de mãrimile L,
C sau ω. Aceastã curbã poate fi obþinutã
calitativ ºi prin variaþia lui L sau a lui C
în montajul ilustrat de figura 2.21. Ma-
ximul curbei (pentru L = 1/ω2C) aratã cã,
într-adevãr, cu cât rezistenþa circuitului este
mai micã, cu atât intensitatea curentului la
rezonanþã, I

r
, este mai mare. Curbele din

figura 2.28 se numesc curbe de rezonanþã,
forma lor fiind asemãnãtoare curbei obþinute la studiul rezonanþei mecanice.

Pentru studiul experimental al regimurilor reactive (ϕ < 0, ϕ > 0) ºi al rezo-
nanþei (ϕ = 0) circuitului serie RLC este descris în continuare experimentul cu titlul:

Determinarea defazajului ϕ dintre tensiunea u ºi intensitatea i pentru
circuitul serie RLC de curent alternativ.

Metoda elipsei
Conform figurii 2.29, a, se aplicã plãcilor de deflexie verticalã tensiunea

2 sinn U t= ω , iar plãcilor de deflexie orizontalã, tensiunea u
R
 = R · i de pe

Curba de rezonanþã
pentru circuitul RLC serie

Fig. 2.28

 Experiment

c)

Fig. 2.29

a) b)

c)
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rezistorul R, care este în fazã cu intensitatea ( )2 sini I t= ω − ϕ  din circuitul
serie. Pe ecranul osciloscopului va apãrea o elipsã (fig. 2.29, b).

Se regleazã tensiunea efectivã de alimentare a circuitului serie, U, ºi
amplificãrile pe orizontalã ºi verticalã, astfel încât elipsa sã aibã dimensiuni
convenabile. Cu ajutorul reþelei de coordonate se mãsoarã segmentul a, de-
terminat de elipsã pe axa verticalã, Y. De asemenea, se mãsoarã proiecþia b a
elipsei pe aceeaºi axã. Cu aceste valori se calculeazã unghiul de defazaj ϕ din

relaþia sin
a

b
ϕ = . Pentru aflarea semnului unghiului de defazaj se intercaleazã

între bornele circuitului ºi plãcile de deflexie verticalã un circuit defazor RNCN
(fig. 2.29, c). La acest circuit tensiunea de ieºire, u

R
 = R · i, este defazatã înainte

faþã de tensiunea de intrare, u. Dacã elipsa iniþialã se lãrgeºte prin introducerea
circuitului defazor, defazajul determinat este de acelaºi semn cu cel al circui-
tului suplimentar RNCN, adicã negativ. Ca atare, defazarea în circuitul analizat
este capacitivã (X

C
 > X

L
, ϕ < 0), iar dacã elipsa se îngusteazã, defazajul este

de semn pozitiv (X
L
 > X

C
, ϕ > 0).

• Dacã frecvenþa ν a tensiunii u ar creºte, defazorul fiind scos, s-ar obþine

rezonanþa, a = 0, ϕ = 0 0

1
,

2
L CX X

LC
 = ν = ν =  π

; frecvenþa crescând în

continuare, circuitul RLC devine inductiv din punct de vedere reactiv. La rezo-
nanþã, elipsa devine o dreaptã înclinatã (a = 0).

• Se comparã valoarea unghiului de defazaj obþinut experimental

( )arcsin
a

b
ϕ =  cu cea obþinutã prin calcul, pe baza relaþiei 

1

arctg
L

C
R

ω −
ωϕ = ,

valorile elementelor R, L, C ºi a frecvenþei, ν, fiind cunoscute.

Indicaþii: U = 10 V, 300R Ω�  Ω, 110L −�  H, 10C �  µF, ν = 50 Hz. RN ºi
CN de acelaºi ordin de mãrime ca R ºi C (condensatorii sunt electrolitici).

Aplicaþie

Circuitul serie RLC din figura 2.20, pentru care R = 4 Ω, L = 6,37 mH ºi
capacitatea condensatorului variabil fixatã pentru C = 159 µF, este alimentat
de un generator cu tensiunea efectivã U = 120 V ºi frecvenþa ν = 200 Hz.

1. Sã se determine:
a) intensitatea curentului din circuit ºi tensiunile U

R
, U

L
, U

C
;

b) defazajul dintre intensitatea curentului ºi tensiunea la bornele circuitului;
c) valoarea capacitãþii condensatorului variabil pentru care în circuit

apare rezonanþa;
d) factorul de supratensiune (factorul de calitate) al circuitului.
2. Este posibil sã se înlocuiascã bobina ºi condensatorul (având C = 159 µF)

din circuitul iniþial cu o bobinã echivalentã?
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1. a) C

1
2 8 ,  X 5 

2LX L L
C

= ω = π ≈ Ω = ≈ Ω
πν

.

( )22

120
24 A

16 9
L C

U U
I

Z R X X
= = = =

++ −
;

4 24 96 VRU R I= ⋅ = ⋅ = , 8 24 192 VL LU X L= ⋅ = ⋅ = .

5 24 120 VC CU X I= ⋅ = ⋅ = .

Verificare (fig. 2.30): ( )22 120 V.R L CU U U U= + − =

b) O3
tg 0,75;  37

4
L CX X

R

−ϕ = = = ϕ = .

c) La rezonanþã 
rC LX X= , de unde 

1 1
99,5 F.

1256 8
r

L

C
X

= = = µ
ω ⋅

d) 30 Ar

U
I

R
= = ; U

R
 = I

r
 · R = 120 V, U

L
 = I

r
 · X

L
 = 240 V,

240 VC r CU I X′ ′= ⋅ = .

(La rezonanþã LU ′ ºi CU ′  sunt egale, iar LU ′  ºi CU ′ , în opoziþie de fazã,

astfel încât 0L CU U′ ′− = .)

2L CU U
Q

U U

′ ′
= = = .

2. Întrucât U
L
 > U

C
, circuitul are caracter in-

ductiv ºi totul se petrece ca ºi cum în circuit ar exista
numai o bobinã cu inductanþa echivalentã:

2,4 mHL C
e

X XX
L

−= = =
ω ω

 (X este reactanþa

circuitului).

2.1.7. Circuitul paralel RLC în curent alternativ.
Rezonanþa curenþilor* (extindere)

Circuitul conþine un rezistor cu rezistenþa R, o bobinã cu inductanþa L
ºi un condensator cu capacitatea C, toate legate în paralel (în derivaþie) la o

sursã de tensiune alternativã 2 sinu U t= ω  (fig. 2.31, a). Prin cele trei ramuri
ale circuitului se stabilesc curenþi cu intensitãþile:

2
sinR

U
i t

R
= ω , 

2
sin

2
L

L

U
i t

X

π = ω −  
, 

2
sin

2
C

C

U
i t

X

π = ω +  
.

Aplicând teorema I a lui Kirchhoff, intensitatea totalã, care, în general,
nu va fi în fazã cu tensiunea aplicatã, are expresia i = i

R
 + i

L
 + i

C
.

Rezultã:

( )sin sin sin sin
2 2L C

U U U
I t t t t

R X X

π π   ω − ϕ = ω + ω − + ω +       . (2.5)

La momentele t
1
 = 0 ºi t

2
 = π/2ω = T/4, relaþia (2.5) devine:

Fig. 2.30
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1 1
sin ;  cos .

L C

U
I U I

X X R

 
ϕ = − ϕ = 

 
(2.6)

Câtul acestor ultime douã relaþii permite obþinerea tangentei defazajului

ϕ dintre tensiunea ºi intensitatea curentului total: 
1

tg R C
L

 ϕ = − ω ω 
.

Ridicând relaþiile (2.6) la pãtrat ºi adunând se obþine:

2

2

1 1 1

L C

I U
R X X

 
= + − 

 
. (2.7)

Formula U = I · Z, care exprimã legea lui Ohm, în valori efective, pentru
circuitele de curent alternativ, permite stabilirea expresiei pentru impedanþa
circuitului RLC paralel. Astfel, din relaþia
(2.7) rezultã:

2

2

1

1 1 1

L C

Z

R X X

=
 

+ − 
 

.

Folosind relaþia (2.5) se poate cons-
trui diagrama fazorialã a circuitului RLC
paralel, considerând, ca fazã origine, faza
tensiunii aplicate u (fig. 2.31, b).

2.1.7.1. Rezonanþa circuitului paralel. Rezonanþa curenþilor

Circuit RLC paralel:
a – schema circuitului;
b – diagrama fazorialã.

Fig. 2.31

 Experiment

În montajul din figura 2.32, prin ridicarea
sau prin coborârea miezului M cu ajutorul ºuru-
bului S, se gãseºte poziþia pentru care becul 1
se stinge sau lumineazã cu intensitate minimã.
Deplasarea miezului M în sus sau în jos faþã de
aceastã poziþie face sã scadã intensitatea lu-
minii becului 2 sau 3 ºi sã creascã intensitatea
luminii becului 1.

Considerând un circuit paralel LC (fig.
2.31, a), condiþia de rezonanþã X

L
 = X

C
 impune

anularea intensitãþii curentului total:

0

0

1
0.rezI U C

L

 
= ω − = ω 

 Deci, impedanþa circuitului la rezonanþã tinde spre

infinit*:

Montaj pentru demon-
strarea fenomenului de
rezonanþã în circuitul

paralel.

Fig. 2.32

∗ Practic, ea devine doar mare, deoarece bobina prezintã ºi o rezistenþã activã, aceasta fiind
rezistenþa sârmei din care este alcãtuitã.
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0

0

1
1rezZ

C
L

= → ∞
ω −

ω

, pentru curenþii care au frecvenþa corespunzã-

toare condiþiei 2
0 1LCω = . Rezultã: 0

1

2 LC
ν =

π
.

Deºi intensitatea curentului total este zero la rezonanþã, în interiorul
circuitului serie format din bobinã ºi condensator oscileazã un curent de in-
tensitate efectivã:

0

0

U
I U C

L
′ = ω =

ω
.

Aceastã situaþie este posibilã deoarece
curentul din ramura bobinei este totdeauna
de sens contrar cu cel din ramura conden-
satorului (fig. 2.33, a, b).

Ridicarea miezului de fier M mai sus
de poziþia pentru care se obþine rezonanþa
circuitului atrage modificarea reactanþei
ramurii L, în sensul micºorãrii ei, X

L
 < X

C
, ºi

becul 2 va lumina mai intens decât becul 3.
Coborârea miezului de fier M, implicã X

C
 < X

L
, iar becul 3 va fi cel care

va lumina mai intens. În ambele cazuri, intensitatea curentului total I fiind mai
mare decât I

rez
, becul 1 va lumina.

Rezonanþa circuitului LC paralel se mai numeºte ºi rezonanþa curenþilor.
Factorul de calitate Q la circuitele RLC paralel (fig. 2.31) este definit ca

raportul ( )
00

CI UC
Q

I I ω=ωω=ω

ω = =  
 = RCω

0
 = 0 0

0

1
;

C
R RY Y

L Z

 = =  
 se numeºte

admitanþã caracteristicã.
Intensitãþile curenþilor din cele douã laturi, I

C
 ºi I

L
, pot atinge la rezonanþã

valori efective cu mult mai mari decât ale curentului absorbit, I. Din acest
motiv, circuitul se mai numeºte ºi circuit cu rezonanþã de curent. Este utilizat
pentru amplificarea curenþilor slabi, având frecvenþa egalã cu frecvenþa de
rezonanþã a circuitului, ν

0
.

Rezonanþa circuitului LC
paralel; a) schema circuitului;

b) diagrama fazorialã.
Fig. 2.33

Aplicaþie

Un circuit paralel RLC (fig. 2.31, a), alimentat cu o tensiune alternativã
de valoare efectivã U ºi frecvenþã νN, este parcurs de un curent total de inten-
sitate efectivã minimã I

min
 = 5 A, bobina fiind parcursã de un curent de in-

tensitate 5LI′ =  A. Care este valoarea efectivã a intensitãþii curentului total, I,
la o frecvenþã ν = 5νN?

Soluþie:
Intensitatea curentului total are valoarea minimã atunci când suma cu-

renþilor prin condensator, I
C
, ºi prin bobina idealã, I

L
, este nulã, adicã la



Oscilaþii ºi unde electromagnetice80

2

pag 80 – Magenta Black

rezonanþã de curent. În acest caz, tot curentul debitat de generator trece prin
rezistorul R, I

min
 = I

R
 ºi 5C LI I′ ′= =  A. Mãrind frecvenþa de cinci ori (deci

ω = 5ωN), reactanþa bobinei ideale devine X = ωL = 5ωNL = 5 LX ′ , iar reactanþa
capacitivã devine X

C
 = 1/(ωC) = 1/(5ωNC) = 5 CX ′ . Ca urmare,

1
1 A,       5 25 A

5
L L C C

L

U
I I I I

X
′ ′= = = = = ,

de unde rezultã intensitatea efectivã a curentului total:

( )22 2 25 24 25 576 24,5 AR L CI I I I= + − = + = + � .

În acest caz, deoarece I
L
 < I

C
, adicã X

L
 > X

C
, circuitul paralel prezintã un

aspect capacitiv.

2.1.8. Analiza din punct de vedere energetic a funcþionãrii
circuitelor de curent alternativ. Îmbunãtãþirea factorului
de putere

În circuitele de curent continuu, puterea este datã de relaþia P = U · I.
Ea reprezintã energia disipatã în unitatea de timp prin trecerea unui curent continuu
de intensitate I printr-un circuit la capetele cãruia este aplicatã tensiunea continuã U.

În circuitele de curent alternativ, valoarea instantanee a puterii este datã
de produsul dintre valorile instantanee ale tensiunii ºi intensitãþii curentului
electric:

p = u · i = U
m
sinωt · I

m
sin(ωt – ϕ),

unde ϕ este defazajul dintre u ºi i. Folosind identitatea trigonometricã:

( ) ( )1
sin sin cos cos

2
a b a b a b= − − +   ,

puterea instantanee se mai poate scrie sub forma:

( )
componentã constantã componentã alternativã

cos cos 2
2 2
m m m mU I U I

p t= ϕ − ω − ϕ
��	�
 ����	���


. (2.8)

În figura 2.34 sunt redate
curbele intensitãþii curentului,
ale tensiunii ºi ale puterii. Se
observã cã puterea instantanee
poate sã ia, la momente dife-
rite, valori diferite – pozitive,
negative sau nule.

Puterea instantanee ºi puterea medie într-un circuit de curent alternativ, pentru cazul X
L
 > X

C
. Se

observã cã, pe o perioadã, valorile medii ale mãrimilor u ºi i sunt nule. Valoarea medie p  este
însã diferitã de zero, deoarece, dupã cum se vede ºi în figurã, produsul p = ui a douã mãrimi
oscilatorii armonice nu mai reprezintã o mãrime oscilatorie armonicã.

Fig. 2.34
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Pentru a putea caracteriza un circuit în curent alternativ, din punct de
vedere al consumului mediu de energie în unitatea de timp, sã stabilim expresia

puterii medii, p , corespunzãtoare unei perioade a curentului alternativ.
Diagrama variaþiei puterii instantanee cu timpul aratã cã, pentru o perioadã,

suprafeþele haºurate situate deasupra liniei 
1

cos
2 m mU I ϕ  umplu locurile rãmase

libere între abscisã ºi aceastã linie ºi anuleazã domeniile negative (haºurate,
sub axa abscisã). Ca urmare, energia absorbitã de la sursã în circuitul de curent
alternativ, într-o perioadã T, va fi egalã cu aria dreptunghiului OABC (fig. 2.34):

1
cos

2 m mW U I T= ϕ ⋅ .

De aceea, într-o perioadã, valoarea medie a puterii unui circuit de curent
alternativ este egalã cu componenta constantã a puterii instantanee, p, scrisã
sub forma relaþiei 2.8, adicã:

1
cos cos

2 m mP p U I UI= = ϕ = ϕ .

Astfel, puterea medie sau puterea activã a circuitului de curent alternativ
este egalã cu produsul valorilor efective ale tensiunii ºi intensitãþii curentului
înmulþit cu cosinusul unghiului de defazaj între intensitatea curentului ºi tensiune:

cosP UI= ϕ .
Factorul cosϕ se numeºte factor de putere.
Din figura 2.26, a se obþine cos ϕ = RI/U. Înlocuind în expresia puterii

medii, obþinem:
P = U

R
 · I = I 2R.

Rezultã cã puterea medie, adicã puterea activã în circuitul de curent
alternativ, este egalã cu puterea disipatã de acelaºi curent în rezistor, prin efect
Joule, ºi se exprimã în waþi (W).

Din expresia (2.8) observãm cã puterea instantanee oscileazã cu pulsaþia
2ω în jurul unei valori medii – puterea activã, P – (fig. 2.34). În momentele din
decursul unei perioade, când puterea primitã, p, este negativã (este cedatã
sursei), energia câmpului electric al condensatorului (cazul X

C
 > X

L
) sau a

câmpului magnetic al bobinelor (cazul X
L
 > X

C
) este parþial restituitã sursei de

alimentare.
La rezonanþã (X

L
 = X

C
, ϕ = 0), bobina ºi conden-

satorul schimbã oscilant energia între ele, sursa trans-
ferând circuitului numai putere activã pentru compen-
sarea pierderilor prin efect Joule.

Înmulþind cu I mãrimile laturilor triunghiului fa-
zoric al tensiunilor (fig. 2.26, a) se obþine triunghiul ase-
menea (nefazoric) numit „triunghiul puterilor“ (fig. 2.35).
Cateta P = U

R
 · I = I 2R reprezintã puterea activã. Cum

U
R
 = Ucosϕ, rezultã P = UIcosϕ.

Triunghiul
puterilor.

Fig. 2.35
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Produsul S = UI reprezintã valoarea maximã a puterii active la valori
efective constante ale tensiunii ºi curentului ºi la defazaj variabil ºi se numeºte
putere aparentã. Aceasta exprimã energia transferatã circuitului, în unitatea
de timp, de cãtre sursa de alimentare.

Se mãsoarã în voltamper (VA).
Pentru ca o anumitã instalaþie de putere aparentã datã, S = UI, sã

funcþioneze cu maximum de putere activã, P = UI cosϕ ≈ S, deci cu maximum
de eficacitate, factorul de putere cosϕ corespunzãtor trebuie sã fie cât mai
mare (mai apropiat de unitate), adicã defazajul ϕ trebuie sã fie cât mai mic.
De aici rezultã una dintre problemele tehnico-economice cele mai importante
ale electroenergeticii: problema ameliorãrii factorului de putere cosϕ.

Puterea reactivã se defineºte prin relaþia:
P

r
 = UI sinϕ = U

X
i = XI

 
2 

>
<  0 ºi e nulã pentru circuitele rezistive.

Aceasta este folositã în inductor (bobinã) ºi în condensator pentru a se genera
câmpul magentic, respectiv electric, ºi se exprimã în voltamperi-reactivi (var)*.

Între puterea aparentã, puterea activã ºi puterea reactivã existã relaþiile:
2 2 2; tg ; cos ; sinr r rP P S P P P S P S+ = = ⋅ ϕ = ⋅ ϕ = ⋅ ϕ ,

care se reþin uºor cu ajutorul triunghiului puterilor.
Folosind relaþia P = S cosϕ, factorul de putere se poate scrie:

2 2

2cos 1r rS P PP

S S S

−ϕ = = = − ,

de unde rezultã cã problema ameliorãrii factorului de putere cosϕ e echi-
valentã cu reducerea puterii reactive P

r
.

În general, instalaþiile electrice receptoare sunt inductive (transformatoare,
motoare asincrone etc.), absorbind de la reþeaua de alimentare un curent
inductiv, defazat în urma tensiunii. Îmbunãtãþirea factorului de putere se reali-
zeazã conectând, în paralel cu receptorul, condensatoare sau motoare sincrone
supraexcitate (intensitatea curentului continuu de excitaþie a circuitului mag-
netic rotoric fiind mai mare decât o valoare de prag). În acest regim de supra-
excitare motoarele sincrone prezintã o reactanþã capacitivã.

Observaþie. Cu toate cã a fost definitã pe baza unei relaþii construite prin
analogie cu puterea activã, puterea reactivã nu are însã interpretarea energeticã
simplã a acesteia – adicã nu corespunde unui aport mediu de energie pe la
borne. Ea reprezintã o mãsurã a necompensãrii schimburilor de energie între
câmpul magnetic al bobinei ºi câmpul electric al condensatorului:

( )2 21
rP XI L I

C
= = ω−

ω  = 
2

2

2

1 1
2

2 2

I
LI

C

 ω − ω 
 = 

2 21 1
2

2 2 CLI CU ω −  
 = k j( )e2 mW Wω − ,

în care kmW  reprezintã valoarea medie a energiei câmpului magnetic, iar jeW

Definiþie

∗ Unitate adoptatã de Comisia Electrotehnicã Internaþionalã, în 1930, la propunerea academicianului
român Constantin Budeanu (1886–1959).
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reprezintã valoarea medie a energiei câmpului electric. Energiile sunt variabile
în timp, cu pulsaþia 2ω. Considerând medierea energiilor pe o perioadã, cazul
k j

emW W=  înseamnã compensarea variaþiilor respectivelor energii, care con-
duce la anularea puterii reactive. Fenomenul are loc la rezonanþã (ϕ = 0).

Circuitul

Circuitul

Intensitatea

instantanee, 2 sin
U

i t
R

= ω ( )2 sin
2

U
i t

L

π= ω −
ω ( )2 sin

2
i C U t

π= ω ω +
( )2 sini I t u= ω −

1
Z

C
=

ω
Impedanþa, Z Z = R Z = Lω

Intensitatea (valoarea
efectivã), I

U
I

R
= U

I
L

=
ω

I = CωU

Reactanþa, X X = 0 X = Lω
1

X
C

= −
ω

( )tg
X

R
ϕ =

Defazajul, ϕ

2

π
2

π−0

cos
R

Z
ϕ =

Factorul de putere,

0 01

Puterea activã,
P = UI cosϕ P = UI = RI2 0 0

21
rP UI I

C
= = −

ω0 P
r
 = UI = LωI2

Puterea reactivã,
P

r
 = UI sinϕ

Intensitatea

instantanee, i

Impedanþa, Z

Intensitatea
(valoarea
efectivã), I

Reactanþa, X X = Lω

( )2 sin
U

I t
Z

= ω − ϕ ( )2 sin
U

i t
Z

= ω + ϕ ( )2 sin
U

i t
Z

= ω − ϕ

2 2 2Z R L= + ω 2
2 2

1
Z R

C
= +

ω ( )2
2 1

Z R L
C

= + ω −
ω

2 2 2

U
I

R L
=

+ ω 2
2 2

1

U
I

R
C

=
+

ω ( )2
2 1

U
I

R L
C

=
+ ω −

ω
1

X
C

= −
ω

1
X L

C
= ω −

ω

Elemente de circuit în curent alternativ – mãrimi caracteristice

Circuite serie – mãrimi caracteristice
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2.1.9. Rezolvarea unor circuite RLC serie,
RLC paralel*, reþele* întâlnite în practicã

Aplicaþii recapitulative
1. Un circuit serie de curent alternativ este alcãtuit dintr-un bec cu re-

zistenþa 20 bR = Ω  ºi o bobinã, având rezistenþa R ºi inductanþa L. Dacã se

aplicã circuitului tensiunea cu valoarea efectivã U = 100 V, având frecvenþa
ν = 50 Hz, tensiunea la bornele becului este U

b
 = 50 V, iar la bornele bobinei

este U
L
 = 70 V. Sã se determine:

( )tg
X

R
ϕ =

Defazajul, ϕ

cos
R

Z
ϕ =

Factorul de putere,

Puterea activã,
P = UI cosϕ

Puterea reactivã,
P

r
 = UI sinϕ

tg
L

R

ωϕ =
1

tg C
R

−
ωω =

1

tg
L

C
R

ω −
ωω =

2 2 2
cos

R

R L
ϕ =

+ ω 2
2 2

cos
1

R

R
C

ϕ =
+

ω ( )2
2

cos
1

R

R L
C

ϕ =
+ ω −

ω

P = RI2 P = RI2 P = RI2

P
r
 = LωI2

21
rP I

C
= −

ω ( ) 21
rP L I

C
= ω −

ω

Circuitul

Intensitatea
(valoarea
efectivã), I

( )tg
X

R
ϕ =

Defazajul, ϕ

cos
R

Z
ϕ =

Factorul de putere,

Puterea activã,
P = UI cosϕ

Puterea reactivã,
P

r
 = UI sinϕ

1
Y

Z
=

Admitanþa,

2 2 2

1 1 1

Z R L
= +

ω
2 2

2

1 1
C

Z R
= + ω ( )2

2

1 1 1
C

Z LR
= + − ω

ω

2 2 2

1 1
I U

R L
= +

ω
2 2

2

1
I U C

R
= + ω ( )2

2

1 1
I U C

LR
= + − ω

ω

tg
R

L
ϕ =

ω ( )1
tg R C

L
ϕ = − ω

ω
ϕ = – RCω

2 2 2

1
cos

1 1
R

R L

ϕ =
+

ω
2 2

2

1
cos

1
R C

R

ϕ =
+ ω ( )2

2

1
cos

1 1
R C

LR

ϕ =
+ − ω

ω
2U

P
R

=
2U

P
R

=
2U

P
R

=

2

r

U
P

L
=

ω
2

rP U C= − ω ( )2 1
rP U C

L
= − ω

ω

Circuite paralel – mãrimi caracteristice
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a) intensitatea curentului în circuit;
b) rezistenþa bobinei;
c) inductanþa bobinei;
d) puterile din bec ºi din bobinã;
e) factorul de putere al circuitului ºi pu-

terile activã, reactivã ºi aparentã din circuit.

Soluþie:
În schema circuitului din figura 2.36,

a, becul este reprezentat prin rezistorul R
b
,

iar bobina prin rezistorul R ºi bobina idealã
L (desenatã ca dreptunghi alungit ºi înnegrit).

a) Din U
b
 = R

b
i, rezultã intensitatea

efectivã a curentului prin circuit:

50
2,5 A.

20
b

b

U
I

R
= = =

b) Diagrama fazorialã a tensiunilor din circuit este datã în figura 2.36, b.

Impedanþa circuitului este / 100 / 2,5 40Z U I= = = Ω , iar impedanþa bobinei

/ 70 / 2,5 28 .L LZ U I′= = = Ω
Pentru triunghiul ADC din diagrama fazorialã se poate scrie:

2 2 2( ) ( ) ,R LbU U U U ′= + +  iar pentru triunghiul BDC, 2 2 2( )L R LU U U ′= + .
Prin eliminarea lui (UN)2 din ultimele douã relaþii, se obþine:

2 2 2

2
Lb

R

b

U U U
U

U

− −=  sau 
2 2 2 2( )

,
2

Lb

b

I Z R Z
IR

IR

− −=

de unde, prin simplificare:
2 2 2 2 2 240 20 28

10,4 .
2 2 20

Lb

b

Z R Z
R

R

− − − −= = = Ω
⋅

c) Din triunghiul BDC rezultã impedanþa bobinei;
2 2 2 2 2 2,L LZ X R L R= + = ω +

de unde: 
2 2

2 2

2

1
28 (10,4) 0,082

2
LZ R

L
−= = − ≈

ω πν
 H = 82 mH.

d) Puterea activã disipatã în bec este 2 220 2,5 125 W.b bP R I= ⋅ = ⋅ =  Puterea
activã disipatã în bobinã este 2;R RP U I RI= ⋅ =  2 65 W.RP RI= =  Puterea reactivã
a bobinei, de fapt a circuitului serie, este sin .r L LP U I U I′ ′= = ϕ

Dar sin / 2 / 100 0,082 / 28 0,92,L L LX Z L Z′ϕ = = πν = π ⋅ =  deci:
70 2,5 0,92 161var.rP = ⋅ ⋅ =

Puterea aparentã pentru bobinã este 70 2,5 175 VA.LS U I= ⋅ = ⋅ =
e) Factorul de putere al circuitului se calculeazã din triunghiul ADC:

20 10,4
cos 0,76.

40
Rb bU U R R

U Z

+ + +ϕ = = = =

a – Schema circuitului.
b – Diagrama fazorialã.

Fig. 2.36

L
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Puterile din circuit sunt:
cos 100 2,5 0,76 190 W;P UI= ϕ = ⋅ ⋅ =

2sin sin 161var;r L L LP UI U I U I X I′ ′= ϕ = = ϕ = =
100 2.5 250 VA.S UI= = ⋅ =

2. Un circuit paralel este format dintr-un rezistor de
rezistenþã R = 1 kΩ, o bobinã cu inductanþa L = 25 µH ºi un
condensator variabil (fig. 2.37). Circuitul este alimentat de la
un generator de curent alternativ de frecvenþã fixã (ν = 1 mHz),
care debiteazã – indiferent de impedanþa circuitului exterior –
un curent de intensitate efectivã I = 50 mA. Sã se determine:

a) capacitatea condensatorului variabil, C
a
, pentru care

se realizeazã rezonanþa curenþilor ºi puterea activã disipatã
în circuit în acest caz;

b) raportul (C
2
 – C

1
)/C

a
, unde C

1
 ºi C

2
 sunt capacitãþile condensatorului

variabil, pentru care puterea scade la jumãtate din valoarea ce corespunde
rezonanþei.

Soluþie:

a) 2

1
0,01aC

L
= ≈

ω
 nF.

Circuitul fiind la rezonanþã, I
L
 = I

C
, puterea disipatã pe rezistorul R este

maximã: P
rez

 = U · I = I 2R = 2,5 W.

b) 
1

2 rezP P= ; P = U · I cosϕ = U · I
R
 = 2

RR I⋅ .

Þinând cont de relaþia dintre expresiile celor douã puteri, obþinem:
2

2 2 22 .
2R R

I
I I I= ⇒ =

Dar: 2 2 2( ) .R L CI I I I= + −

Deci: ( )R L CI I I= ± −  sau 
1U

C U
R L

 = ± − ω ω 
;

de aici se obþine: C1,2 2

1 1
.

L R
= ±

ω ω

Rezultã: 
6 6

2 1
2

2 2 25 10 2 10
0,314.

10a

C C L

C R

−− ω ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π ⋅= = =

3. Instalaþia electricã a unei fabrici absoarbe pentru instalaþia de iluminat
puterea P

1
 = 20 kW (instalaþia de iluminat se considerã rezistivã), iar pentru

instalaþia de forþã, puterea P
2
 = 200 kW, la un cosϕ

2
 = 0,8. Instalaþia primeºte

energia printr-o linie de racord de lungime l = 1000 m, conductoarele liniei având
rezistenþa pe unitate de lungime RN = 10–2 Ω/km. Tensiunea efectivã la bornele

Fig. 2.37
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instalaþiei este U = 380 V. Sã se calculeze pierderea de putere pe linia de
racord.

Soluþie:
Pierderea de putere pe linia de racord, cu Rl = RN · 2l este:

2 2 2
2

2 2
rR S P P

P R I R
U U

+∆ = = =l
l l , unde (fig. 2.35)

3 3
2 2

0,6
tg 200 10 150 10 var.

0,8
rP P= ϕ = ⋅ ⋅ = ⋅

3
1 2 220 10  W;P P P= + = ⋅  22 2 10  .R R −′= ⋅ = ⋅ Ωl l

Rezultã: 
2 2

2 6

2

220 150
2 10 10 9819,94 W.

380
P − +∆ = ⋅ =

• Prin rezolvarea acestei probleme se explicã de ce pierderile de putere
pe liniile de alimentare cu energie electricã pot fi cu atât mai mici cu cât P

r

este mai mic ºi U mai mare. De aceea este necesarã îmbunãtãþirea factorului
de putere cosϕ (la cosϕ

2
 = 1, ϕ

2
 = 0 ºi P

r
 = 0), iar pentru transmisia energiei în

regim electric alternativ – folosirea transformatoarelor electrice.

4. Pentru circuitul din figura 2.38, a, se cunosc urmãtoarele mãrimi:
U = 60 V, R

1
 = 8 Ω, X

L
 = 6 Ω, X

C
 = 4 Ω, R

2
 = 3 Ω. Sã se determine:

a) intensitatea curen-
tului din fiecare laturã a cir-
cuitului, precum ºi puterile
active ºi reactive corespun-
zãtoare;

b) expresia frecvenþei
de rezonanþã.

Soluþie:
a) Din diagrama fa-

zorialã a laturii inductive
(ϕ

1
 > 0) (fig. 2.38, b), se

obþin:

2 2
1 1 10 ,LZ R X= + = Ω

1

1

6 A
U

I
Z

= = , 
1

1

1

cos 0,8,
R

Z
ϕ = =  1

1

sin 0,6,LX

Z
ϕ = =

O

1 30 57 11 ;′ ′′ϕ =  1 1 1cos 288P UI= ϕ =  W; 1 1sin 216 var .rP UI= ϕ =
Din reprezentarea fazorialã a laturii capacitive (ϕ

2
 < 0) (fig. 2.38, c), se

obþin:
2 2

2 2 5 ,CZ R X= + = Ω  2

2

12 A
U

I
Z

= = , 
2

2

2

cos 0,6
R

Z
ϕ = = ,  2

2

sin CX

Z

−ϕ = =  – 0,8.

a) b)

c) d)

Fig. 2.38
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2 2 2cos 432 WP UI= ϕ = ; 2 2sin 576 var.rP UI= ϕ = −
Din diagramele fazoriale de laturi reunite se obþine diagrama fazorialã

a întregului circuit (fig. 2.38, d) ºi relaþiile pentru componenta activã (Icosϕ)
ºi componenta reactivã (Isinϕ) a intensitãþii curentului total:

1 1 2 2cos cos cosI I Iϕ = ϕ + ϕ ; 2 2 1 1sin sin sin ,I I Iϕ = ϕ − ϕ
relaþii care permit obþinerea urmãtoarelor valori:
I = 13,4 A; cosϕ = 0,89; sinϕ = – 0,45; ϕ = 26°44N37O; P = UIcosϕ = 720 W;

P
r
 = UI sinϕ = –360 var.

b) Condiþia de rezonanþã impune ϕ = 0, adicã anularea componentei
reactive a intensitãþii curentului total, Isinϕ:

1 1 2 2sin sin ,I Iϕ = ϕ

 
2 2 2 2 2 2

2 21 1
2 22 2 2 2

1

,
1 1

U L U C

R L R L R R
C C

ω ω=
+ ω + ω + +

ω ω

 ( )2 2 2
2 1LC R C L R C Lω − = − ;

se obþine, în final: 

2
1

0
2
2

1
.

2

L
R

C
LLC R
C

−
ν =

π −

Expresia pentru ν
0
 aratã cã, pentru circuitul considerat, frecvenþa de

rezonanþã depinde ºi de rezistenþele R
1
 ºi R

2
 din circuit, spre deosebire

de frecvenþa de rezonanþã pentru circuitele ideale RLC serie sau paralel

0

1

2 LC

 ν = π 
, care depindea numai de parametrii L ºi C.

Observaþii
1) Când rezistenþele R

1
 ºi R

2
 sunt egale sau nule, frecvenþa de rezonanþã

este egalã cu frecvenþa de rezonanþã idealã 0

1

2 LC

 ν = π 
.

2) Dacã 2
1

L
R

C
>  ºi 2

2

L
R

C
< , sau viceversa, rezultã o frecvenþã de rezo-

nanþã imaginarã: circuitul nu va fi rezonant pentru nicio frecvenþã a tensiunii
aplicate circuitului.

3) În cazul particular 2 2
1 2

L
R R

C
= =  rezultã o nedeterminare pentru frec-

venþa de rezonanþã: circuitul este rezonant pentru orice frecvenþã. Acest circuit,
care se numeºte complet aperiodic, este utilizat în mãsurãri electrice.
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Pentru un circuit serie RLC: U = 10 V, I = 1 A, 
3

πϕ =  rad. Care

este valoarea rezistenþei rezistorului din circuit?
a) 2,5 Ω; b) 5 Ω; c) 1 Ω.

Sã se completeze spaþiile libere din enunþul urmãtor cu adjec-
tivele mare sau mic: circuitul serie format dintr-o bobinã idealã ºi
un condensator ideal este echivalent cu o bobinã sau cu un condensator,
tot ideale, dupã cum produsul ω2LC este mai … sau mai … decât 1.

Realizaþi acelaºi exerciþiu pentru un circuit paralel.

Un circuit serie RLC este caracterizat prin mãrimile: U = 10

V, ν = 50 Hz, I = 50 mA, U
C
 = 12 V, 

3,4
L =

π
 H. Care este defazajul

circuitului, ϕ?
a) 45°; b) 30°; c) 60°.

Pot apãrea supratensiuni numai în circuitele în care:

a) 0

0

1
L R

C
ω = <

ω
; b) 

L
R

C
> ; c) 

L
R

C
≤ .

Supracurenþi apar în circuitele pentru care existã inegalitatea:

a) 0

0

1 1
C

L R
ω = <

ω
; b) 0

0

1
L R

C
ω = >

ω
; c) 0

0

1
L R

C
= ω <

ω
.

În care dintre regimurile enumerate la problema rezolvatã 4
funcþioneazã circuitul analizat?

a) 1; b) 2; c) 3.

Notã: În ordinea numãrului de rãspunsuri bune, aprecierea este de „foarte bine”

pentru cele cinci rãspunsuri corecte, „bine” pentru patru rãspunsuri corecte º.a.m.d.

  Test de evaluare

1.

2.

Probleme propuse

Sã se explice din punct de vedere electronic de ce conden-
satorul întrerupe circuitul de curent continuu ºi îl închide pe cel de
curent alternativ.

Frecvenþa industrialã pentru tensiunea alternativã este o frec-
venþã standardizatã. Care este valoarea acesteia?

3.

4.

5.

1.

2.
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Pentru circuitele de curent alternativ rezistorul are acelaºi efect
ca în curent continuu: absoarbe energie electricã, pe care o transformã
în cãldurã. Acest enunþ este adevãrat sau fals?

Într-un circuit de curent alternativ, care conþine doar un rezistor,
la frecvenþe joase, u ºi i trec sau nu trec simultan prin valori nule?

De ce folosim osciloscopul electronic în studiul circuitelor de
curent alternativ?

Cum se scrie legea lui Ohm în mãrimi instantanee pentru un
circuit serie RLC? Dar în mãrimi efective?

Pentru un circuit serie RLC, în regim de rezonanþã, intensitatea
efectivã are valoare maximã, minimã, zero sau constantã în timp? Dar
pentru un circuit paralel RLC ideal?

Variind frecvenþa tensiunii u spre zero, spre ce valoare va tinde
defazajul circuitului serie RLC?

Folosind câte douã dintre notaþiile R, U, cosϕ ºi I sã se scrie douã
relaþii pentru impedanþa Z a unui circuit serie RLC.

Folosind simbolurile 
2
mU

, I, T, cosϕ, sã se scrie expresia pentru

energia W pe care o absoarbe un circuit de curent alternativ în timp
de o perioadã.

Ce mãrime reprezintã produsul Q · R pentru circuitele de curent

alternativ RLC? Dar câtul 
Q

R
?

Care este impedanþa, Z, pentru frecvenþa ν = 1 kHz a tensiunii aplicate
unui reostat cu rezistenþa R = 100 Ω, N = 2000 spire, lungimea l = 50 cm

ºi aria unei spire S = 15 cm2? Inductanþa unei bobine este 
2

0N S
L

µ=
l

.

R: 137,7 Ω.

Un generator cu tensiunea U = 10 V ºi frecvenþa ν = 50 Hz
alimenteazã un circuit RLC serie, prin care circulã un curent I = 50 mA.
Tensiunea la bornele condensatorului este U

C
 = 12 V, iar inductanþa

bobinei, 
3,4

L =
π

 H. Sã se calculeze defazajul circuitului ϕ ºi raportul 
r

S

P
.

R: 30°; 2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.
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Impedanþa unui circuit serie RLC este Z = 1000 Ω pentru un
defazaj ϕ = 60°, iar factorul de supratensiune, Q = 2. Frecvenþa de
rezonanþã a circuitului este ν

0
 = 100 Hz. Sã se calculeze capacitatea

condensatorului C.
R: 62,83 µF.

Dacã se aplicã la bornele unei bobine o tensiune sinusoidalã de
frecvenþã standard (ν = 50 Hz) ºi tensiune efectivã U = 60 V, intensitatea
efectivã a curentului prin bobinã este I = 4 A, iar dacã se aplicã la
bornele bobinei o tensiune continuã U

0
 = 10 V, intensitatea curentului

este I
0
 = 2 A. Sã se determine inductanþa L ºi defazajul ϕ al circuitului

de curent alternativ.
R: 45 mH; 70°30N47O.

La bornele unei surse cu tensiunea U = 22,36 V ºi frecvenþa
ν = 50 Hz se conecteazã circuitul serie format dintr-o bobinã ºi un
rezistor de rezistenþã R = 5 Ω. Cunoscând cã tensiunea la bornele bobinei

este 10 2bU =  V, iar tensiunea la bornele rezistorului este U
R
 = 10 V,

sã se calculeze rezistenþa R
1
, inductanþa L ºi defazajul circuitului (ϕ).

R: 10 Ω; 15,9 mH; 26°37N11O.

Un circuit serie cu R = 1 kΩ, L = 0,4 H, C = 0,2 µF este alimentat
de la un generator de tensiune alternativã, a cãrei frecvenþã poate fi
variatã.

a) Pentru ce valori ale frecvenþei puterea activã devine egalã cu
puterea reactivã?

b) Care sunt regimurile reactive ale circuitului, corespunzãtoare
frecvenþelor calculate?

Voltmetrele cu rezistenþã internã
foarte mare din montajul din figura 2.39
indicã tensiunile efective U = 149 V, U

1

= 50 V ºi U
2
 = 121 V, frecvenþa tensiunii

sinusoidale fiind ν = 50 Hz. Cunoscând
cã R

1
 = 5 Ω, sã se calculeze rezistenþa

R ºi inductanþa L a bobinei.
R: 5,06 Ω; 34,9 mH.

O instalaþie de curent alternativ,
funcþionând sub tensiunea de 220 V, absoarbe o putere activã de 2 kW,
sub un factor de putere 0,8 inductiv. Se cer:

a) rezistenþa instalaþiei;
b) reactanþa instalaþiei;
c) puterea reactivã absorbitã;
d) puterea aparentã.

14.

15.

Montaj pentru deter-
minarea rezistenþei ºi

inductanþei unei bobine.
Fig. 2.39

16.

17.

18.

19.
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Se aplicã tensiunea U unui circuit serie de curent alternativ format
din elementele bobinã ºi condensator. Impedanþele celor douã ele-
mente sunt egale. Defazajul dintre tensiunea U

b
 la bornele bobinei ºi

intensitatea curentului I din circuit este ϕ
b
 = 30°. Sã se determine relaþia

dintre tensiunile U, U
b
 ºi U

C
 ºi defazajul ϕ al circuitului.

R: –30°; U
b
 = U

C
 = U.

Un circuit serie RLC are rezistenþa R = 4 Ω ºi inductanþa L = 2 H.
Tensiunea sursei de alimentare este U = 220 V, cu frecvenþa ν = 50 Hz.
Ce valoare trebuie sã aibã capacitatea C

0
 a condensatorului pentru ca

circuitul de curent alternativ sã prezinte fenomenul de rezonanþã ºi care
este valoarea maximã a supratensiunii U

C
 la bornele condensatorului?

R: 5 µF; 49395 V.

Un circuit RLC serie ideal are urmãtoarele tensiuni efective: la
bornele rezistorului 100 V, la bornele condensatorului 200 V, iar la
bornele bobinei 150 V. Puterea disipatã în circuit este de 150 W.

a) Care este intensitatea efectivã a curentului prin circuit?
b) Care este factorul de putere al circuitului?
c) Care este reactanþa inductivã a circuitului?

R: 1,5 A; 0,894; 100 Ω.

O bobinã are rezistenþa de 20 Ω. Sã se calculeze inductanþa bo-
binei cunoscând cã defazajul circuitului este de 30° ºi frecvenþa ten-
siunii aplicate este de 50 Hz.

R: L = 36,78 mH.

O bobinã ºi un condensator legate în serie sunt alimentate de la
o sursã cu tensiune efectivã de 60 V, intensitatea efectivã a curentului
fiind de 0,5 A. Defazajul dintre intensitatea curentului ºi tensiunea la

borne este de 
4

π
 rad, iar cel dintre intensitate ºi tensiunea la bornele

bobinei este  de 
3

π
 rad. Sã se calculeze valorile parametrilor electrici

ai bobinei, R ºi Z.
R: 84,85 Ω; 146,96 Ω.

De la o reþea de alimentare de 220 V ºi frecvenþa 50 Hz, o bobinã
cu factorul de putere 0,6 absoarbe 750 W. Sã se afle:

a) inductanþa bobinei;
b) capacitatea condensatorului care trebuie montat în serie pentru

a se obþine un factor de putere egal cu unitatea;
c) puterea absorbitã în acest caz de la reþea.

R: 98,7 mH; 102,8 µF; 2081, 72 W.

20.

22.

21.

23.

24.

25.
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În figura alãturatã este reprezen-
tatã variaþia intensitãþii unui curent în
funcþie de pulsaþia ω, dupã relaþia:

2

2

1 1
I U C

R L

 = + − ω ω 
.

Sã se treacã în dreptul sãgeþilor simbo-
lurile intensitãþilor efective ale curenþilor
din elementele reactive ale circuitului.

Un circuit paralel (fig. 2.37), format dintr-un condensator variabil,
o bobinã idealã de inductanþã 100 µH ºi un rezistor de rezistenþã 10 Ω,
este alimentat de un generator de curent alternativ cu frecvenþa de
10 kHz, asigurând o valoare efectivã constantã de 20 mA a intensitãþii
totale a curentului. Sã se deducã:

a) valoarea maximã a puterii disipate în rezistor;
b) capacitatea condensatorului pentru care puterea disipatã în

rezistor este maximã;
c) capacitãþile C

1
 ºi C

2
 ale condensatorului variabil, pentru care

puterea disipatã în rezistor este egalã cu jumãtate din puterea maximã;
d) defazajul circuitului, ϕ.

R: a) 4 mW; b) 2,53 µF; c) 0,94 µF; 4,12 µF; d) ±45°.

Pentru evitarea pierderilor de putere în re-
þelele publice de iluminat fluorescent este indi-
catã montarea, în paralel, a unui condensator la
fiecare tub fluorescent. Un tub fluorescent, carac-
terizat prin valorile nominale U = 220 V, P = 40 W,
ν = 50 Hz, funcþioneazã la un factor de putere
inductiv cosϕ = 0,6.

a) Ce valori poate avea capacitatea con-
densatorului montat în paralel cu tubul fluores-
cent pentru a forma un circuit care sã absoarbã
de la reþea aceeaºi putere P la un factor de putere
cosϕ = 0,95?

b) Care este raportul pierderilor de putere pe linia de alimentare
înainte ºi dupã conectarea condensatorului?

R: 2,6 µF ºi 4,3 µF; 2,5.

În circuitul din figura 2.42 se cunosc R =
= 100 Ω, L = 1 mH ºi ν = 2 kHz.

a) Sã se calculeze valoarea capacitãþii C
1

a condensatorului variabil, astfel încât valoarea

26.

27.

Fig. 2.40

Fig. 2.41

Fig. 2.42

28.

29.
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efectivã a intensitãþii curentului prin latura principalã sã nu se modifice
prin închiderea întrerupãtorului K.

b) Sã se determine defazajul între intensitatea curentului prin
latura principalã ºi tensiunea la bornele circuitului atunci când capa-
citatea condensatorului devine C

2
 = 1/2C

1
. (Olimpiada de fizicã, eta-

pa judeþeanã, anul 1994).
R: 0,197 µF; 7°6N39O.

O întrebare de sintezã: ce înseamnã fiecare dintre reprezentãrile
grupate în figura 2.43?

30.

Fig. 2.43

2.1.11. Mãsuri de protecþie a propriei persoane ºi a mediului
înconjurãtor în utilizarea curentului electric alternativ

2.1.11.1. Evitarea pericolului de electrocutare
Prin electrocutare se înþelege strãbaterea unui organism viu de cãtre un

curent electric de intensitate capabilã sã-i provoace acestuia o vãtãmare sau
chiar moartea.

Pentru corpul omenesc, pragul letal pentru intensitatea de curent este
de 50 mA. Pentru a calcula tensiunea de prag pentru situaþia cea mai defavo-
rabilã, se considerã rezistenþa R = 1000 Ω (piele umedã) ºi I = 50 mA, de unde
rezultã, aplicând legea lui Ohm, U = IR = 50 V.

Din motive de securitate, pragul de tensiune criticã a fost stabilit la 25 V.
Pentru medii uscate se admite tensiunea de prag de 50 V. Conteazã ºi durata
trecerii curentului prin corp. Un contact la 220 V timp de o zecime de secundã
nu primejduieºte, în cele mai multe cazuri, viaþa omului. Frecvenþele cele mai
periculoase sunt cuprinse în intervalul 40–60 Hz.

Pentru evitarea apariþiei unor tensiuni mai mari decât cele permise, prin
folosirea reþelei de alimentare electricã se introduce în reþeaua de apartament
firul de împãmântare, legat la borna nepereche a prizelor de tensiune. În felul
acesta, carcasele aparatelor capãtã potenþial considerat de referinþã, adicã zero.
Corpul omului fiind la acelaºi potenþial, nu pot apãrea prin aparate, la acþio-
narea acestora, aºa-numiþii „curenþi de fugã” sau „curenþi de defect”, care pot
avea intensitãþi de electrocutare.

În figura 2.44 este prezentatã schematic reþeaua de alimentare electricã
a unei locuinþe.

a
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Disjunctorul diferenþial (DD) este un aparat (fig. 2.45) care poate întrerupe
curentul într-o reþea de alimentare electricã pentru urmãtoarele situaþii impuse:

– atunci când intensitatea curentului, pe linia principalã, depãºeºte va-
loarea maximã fixatã de utilizator (valoare cuprinsã între 15 A ºi 75 A);

– atunci când existã o diferenþã minimã de 650 mA între intensitatea
curentului în firele de fazã (I

F
) ºi intensitatea curentului în firul neutru (I

N
) din

linia principalã;
– atunci când utilizatorul apasã pe butonul „deschis”

în scopul efectuãrii unei intervenþii la reþeaua electricã
protejatã de DD.

În ºcolile din Franþa (fig. 2.46) DD decupleazã la
diferenþa minimã de 30 mA, pentru evitarea electro-
cutãrii elevilor. (Diferenþa minimã între intensitãþi este
egalã cu intensitatea I

f
 a curentului de fugã la pãmânt

prin corpul persoanei electrocutate, I
f
 = I

F
 – I

N
.)

Disjunctorul conþine ºi o casetã cu siguranþe fu-
zibile, intercalate în fiecare dintre firele de fazã, pentru
evitarea cazurilor de scurtcircuit generatoare de in-
cendii. DD este folosit ºi în þara noastrã, mai ales în
cazul cãzii de baie tip jacuzzi.

Fig. 2.44

Fig. 2.45

De reþinut!
– Siguranþele fuzibile protejeazã,

deci, instalaþiile electrice de supra-
intensitãþi ale curentului electric.

– Disjunctorul diferenþial per-
mite protejarea individului de peri-
colul electrocutãrii.

În figura 2.47 este ilustrat peri-
colul de electrocutare datorat contac-
tului accidental dintre firul fazã (întâm-
plãtor desizolat în punctul P) ºi carcasa
metalicã (punctul P) a unei maºini de

Fig. 2.46
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spãlat. Intensitatea curentului fiind
inferioarã în firul neutru (I

N
 < I

F
),

disjunctorul diferenþial acþioneazã
pentru întreruperea curentului în
linia principalã.

În grupajul de desene pre-
zentat în figura 2.48 sunt arãtate
pericolele de electrocutare care
pot apãrea prin folosirea necores-
punzãtoare a unor aparate, unelte
ºi dispozitive electrice de uz casnic.

Fig. 2.47

2.1.11.2. Mãsuri tehnice care pot fi folosite pentru protecþia împotriva
electrocutãrii

– acoperirea cu materiale electroizolante a pãrþilor active ale instalaþiilor
ºi echipamentelor electrice (izolarea de protecþie);

– scoaterea de sub tensiune a instalaþiei sau echipamentului electric la
care urmeazã a se efectua lucrãri ºi verificarea lipsei de tensiune;

– utilizarea dispozitivelor speciale pentru legãri la pãmânt;
– folosirea mijloacelor de protecþie electroizolante;
– executarea intervenþiilor la instalaþiile electrice (depanãri, reparãri,

racordãri etc.) trebuie sã se facã numai de personal calificat în meseria de
electrician, autorizat ºi instruit pentru lucrul respectiv.

Pericole de
electrocutare!

Fig. 2.48
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Fig. 2.49

Tratamentul de urgenþã al accidentatului
electrocutat (fig. 2.49)

1. Smulgerea din prizã a cordonului de
alimentare a aparatului electrocutant. (O întâr-
ziere de patru minute produce moartea cerebralã.)

2. Inspiraþia profundã a salvatorului con-
comitent cu forþarea expiraþiei pentru victimã.

3. Insuflãri de aer (12–15 pe minut) în
plãmâni prin nasul victimei, sau aplicarea pro-
cedeului „gurã-la-gurã”.

În altã ordine de idei pe temã electricã,
o importantã acþiune ecologicã este ºi colec-
tarea aparaturii electrice stricate în vederea de-
punerii acesteia în locuri special amenajate. Se
eliminã astfel pericolul de noxã; se poate rea-
liza ºi acþiunea de reciclare de material electric.

2.2. Oscilaþii electromagnetice libere. Circuitul oscilant

2.2.1. Circuitul oscilant. Producerea oscilaþiilor electromagnetice libere

Descãrcarea unui condensator printr-un circuit serie cu bobinã ºi rezistor
se poate face aperiodic sau periodic.

 Experiment

Cu ajutorul montajului din figu-
ra 2.50, se poate studia descãrcarea
condensatorului. Condensatorul este
încãrcat de la sursa de tensiune con-
tinuã (baterie, redresor), apoi este co-
nectat în circuitul de descãrcare prin
aducerea comutatorului K

1
 în poziþia

2 ºi a comutatorului K
2
 în poziþia 1.

Rezistenþa activã totalã a circuitului este suma dintre rezistenþa rezistorului ºi
rezistenþa sârmei spirelor bobinei: R

t
 = R + r.

a) Dacã R
t
 ≥ 2

L

C
(2.9)

curba variaþiei în timp a tensiunii u
C
 la bornele condensatorului, dupã comutarea

pe poziþia 2, aratã pe ecranul osciloscopului ca în figura 2.51, a. Descãrcarea este
aperiodicã. Încãrcând ºi apoi descãrcând condensatorul cu osciloscopul conectat

Fig. 2.50
Montaj pentru studiul

descãrcãrii condensatorului
prin circuitul oscilant.
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la bornele rezistorului (K
2
 în poziþia 2), se obþine curba variaþiei în timp a

intensitãþii curentului prin circuit ºi a tensiunii u
R
 = Ri de la bornele rezistorului

(fig. 2.51, c).
Intensitatea curentului prin circuit creºte la început de la zero pânã la

o anumitã valoare maximã, pentru ca apoi sã scadã continuu pânã la zero
(fig. 2.51, b). În intervalul de timp ∆t, pentru care tensiunea u

C
 practic se

anuleazã, are loc transformarea în cãldurã a energiei acumulate iniþial în
câmpul electric al condensatorului. T.e.m. de autoinducþie, care apare odatã
cu descreºterea intensitãþii curentului de descãrcare prin bobinã este insu-
ficientã pentru a produce încãrcarea condensatorului în sens contrar. Dupã

cum rezultã din relaþia (2.9), în descãrcarea aperiodicã L < 
2

4
tR C

.

Descãrcarea
aperiodicã.

Fig. 2.51 Fig. 2.52

Oscilaþii
amortizate.

b) Dacã rezistenþa totalã devine mai micã decât dublul impedanþei carac-
teristice a circuitului, adicã

2t

L
R

C
< ,

descãrcarea condensatorului este periodicã. Tensiunea la bornele conden-
satorului u

C
 ºi intensitatea curentului i prin circuit pãstreazã caracteristica unei

oscilaþii armonice amortizate în timp (fig. 2.51, c). Oscilaþiile lui u
C
 ºi i se

produc singure, fãrã acþiunea unei t.e.m. alternative sinusoidale exterioare,
numai datoritã excitaþiei iniþiale realizate prin încãrcarea condensatorului.
Oscilaþiile de acest fel se numesc oscilaþii electromagnetice libere; cu cât
rezistenþa circuitului este mai micã, cu atât amortizarea oscilaþiilor este
mai micã (fig. 2.51, a ºi b).

c c
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Circuitul închis format dintr-un condensator de capacitate C ºi o bobinã
de inductanþã L ºi rezistenþã r în care se pot produce oscilaþii electromagnetice
libere, se numeºte circuit oscilant.

2.2.2. Studiul calitativ al oscilaþiilor libere într-un circuit RLC

Procesul de descãrcare a condensatorului ºi de producere a oscilaþiilor
în circuit poate fi urmãrit pe graficul din figura 2.53, care aratã variaþia tensiunii
u

C
 la bornele condensatorului ºi a intensitãþii curentului în bobinã, rezistenþa

sârmei bobinei fiind consideratã neglijabilã.

Definiþie

Fig. 2.53

Schimbul de energie
între condensator ºi
bobinã la circuitul

oscilant ideal. Analogia
cu sistemul oscilant
mecanic (pendulul

elastic ideal).

Circuitul oscilant este analog cu un pendul elastic. La momentul iniþial
t = 0, tensiunea u

C
 între armãturile condensatorului are valoarea maximã u

C
 = U

m
,

iar energia circuitului oscilant este egalã cu energia câmpului electric dintre
armãturile condensatorului. Sarcina de pe armãturi este q

m
 = CU

m
; situaþia

analoagã a pendulului este poziþia de deformare maximã –y
m
 (fig. 2.53, a).

Odatã cu începerea descãrcãrii, prin bobinã circulã un curent care creºte
treptat în intensitate. T.e.m. de inducþie care ia naºtere în bobinã împiedicã
o creºtere rapidã a intensitãþii curentului. Pe mãsurã ce creºte intensitatea
curentului, tensiunea u

C
 scade, deoarece un numãr tot mai mare de electroni

pleacã de la armãtura încãrcatã negativ ºi acelaºi numãr de electroni trece la
armãtura pozitivã, micºorându-i sarcina. Sensul miºcãrii electronilor este
contrar sensului curentului electric. La momentul t = T/4, condensatorul este
complet descãrcat, u

C
 = 0, intensitatea curentului este maximã, i = I

m
, iar

energia circuitului este egalã cu energia câmpului magnetic din bobinã, 
21

2
mLI .
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La acelaºi moment (t = T/4), energia pendulului elastic este egalã cu ener-

gia cineticã 
21

2
mmv  (fig. 2.53, b) – pendulul trece prin poziþia de echilibru (y = 0).

În intervalul (T/4, T/2) energia cineticã a pendulului se transformã în
energie potenþialã. Viteza bilei variazã repede când v → 0 ºi, în acelaºi timp,

acceleraþia 
d

d

v

t
 creºte, deci ºi forþa de inerþie 

d

d

v
m

t
 creºte. Forþa de inerþie

deformeazã puternic resortul, deviaþia fiind maximã, dar în sens opus celei de
la t = 0, adicã egalã cu y

m
. Analog, în circuitul electric oscilant, dupã ce intensi-

tatea curentului a trecut prin valoarea maximã scade, tinzând cãtre zero. Dar la

acest moment (t = T/4) viteza de variaþie a intensitãþii curentului, 
d

d

i

t
, este

maximã, deci ºi t.e.m. de autoinducþie, 
d

–
d

i
L

t
, care este de acelaºi sens cu

sensul curentul. În intervalul de timp (T/4, T/2), bobina se comportã ca un
generator ºi încarcã în sens invers condensatorul. La t = T/2, tensiunea atinge
valoarea extremã negativã u

C
 = –U

m
 (fig. 2.53, c). În continuare, fenomenele

se succed în aceeaºi ordine ca în intervalul (0, T/2), dar în sens contrar.
Începând din momentul t = T/2, condensatorul se descarcã, trecând din starea
(c) în starea (d), tensiunea u

C
 scade, iar intensitatea curentului creºte. În orice

moment din intervalul (T/2, 3T/4) energia circuitului oscilant este egalã cu suma
dintre energia câmpului electric ºi cea a câmpului magnetic.

La t = 3T/4 curentul va avea aceeaºi intensitate maximã, dar de sens
contrar, i = –I

m
, întocmai ca bila legatã de resort care atinge viteza maximã v

m
.

Energia circuitului oscilant este egalã cu cea a câmpului magnetic din bobinã:

21

2
mLI  (fig. 2.53, d). Urmeazã apoi, în intervalul (3T/4, T) reîncãrcarea conden-

satorului de cãtre t.e.m. autoindusã în bobinã ºi se ajunge la situaþia iniþialã a
condensatorului încãrcat, u

C
 = U

m
, iar deformarea pendulului elastic cores-

punde deviaþiei maxime –y
m
. Ambele sisteme oscilante au ajuns în stare iniþialã

dupã o perioadã. Apoi procesul oscilatoriu reîncepe.
Graficele din figura. 2.53 aratã cã maximul intensitãþii curentului (sau

al energiei câmpului magnetic) coincide în timp cu anularea tensiunii (sau a
energiei câmpului electric) ºi viceversa, adicã defazajul dintre tensiune ºi
intensitatea curentului este egal cu un sfert de perioadã sau cu π/2 radiani. În
primul ºi în al treilea sfert de perioadã, condensatorul are rolul unui generator de
energie electricã, iar bobina are rolul unui receptor de energie; în al doilea ºi
în al patrulea sfert de perioadã, bobina se comportã ca un generator, din cauza
apariþiei t.e.m de autoinducþiei, care se opune scãderii intensitãþii curentului.
Bobina cedeazã energie din câmpul sãu magnetic condensatorului, care are
rolul unui receptor de energie.

Analogia pendul elastic–circuit oscilant oferã posibilitatea stabilirii urmã-
toarei corespondenþe între mãrimile ce le caracterizeazã:



Oscilaþii ºi unde electromagnetice 101

2

pag 101 – Magenta Black

Corespondenþa poate continua.
Legea conservãrii energiei pentru cele douã sisteme analogic studiate

are expresia:

 – pentru pendulul elastic: 
2 2

mec.

1 1
const.

2 2
ky mv W+ = =

– pentru circuitul oscilant: 
2

2
elmag.

1 1
const.

2 2

q
Li W

C
⋅ + = =

2.2.3. Perioada oscilaþiilor electromagnetice libere

Oscilaþiile electromagnetice dintr-un circuit oscilant sunt libere. Procesul
oscilator se produce singur, datoritã sarcinii iniþiale, q

m
, a condensatorului.

Oscilaþiile libere se produc cu o perioadã proprie, T
0
, care depinde numai de

valorile capacitãþii, C, ºi inductanþei, L, a circuitului oscilant.
Pentru a gãsi relaþia dintre perioada de oscilaþie, T

0
, capacitatea, C, ºi

inductanþa, L, ale unui circuit ideal, fãrã pierderi, se pleacã de la ecuaþia tensiunilor
pentru un circuit RLC de curent alternativ, unde U = 0 ºi R ≈  0, bornele la
care se aplicã t.e.m. fiind în scurtcircuit.

Se obþine Iω
0
L = I/ω

0
C, adicã tensiunea la bornele bobinei este egalã cu

tensiunea dintre armãturile condensatorului, iar intensitatea efectivã a curentului
prin bobinã ºi prin condensator va fi aceeaºi, deoarece pentru curentul datorat
oscilaþiilor libere ale electronilor de conducþie circuitul oscilant se prezintã
ca un simplu circuit serie. Împãrþind cu I se obþine:

0

0

1
L

C
ω =

ω
 adicã X

L
 = X

C
.

  Regulã

În circuitul oscilant, reactanþa inductivã X
L
 este întotdeauna egalã cu

reactanþa capacitivã X
C
.

În circuit se produc numai oscilaþii a cãror pulsaþie este:

0

1

LC
ω = .

Perioada acestor oscilaþii libere ale circuitului oscilant va fi:

0 2T LC= π  (formula lui Thomson)

Mãrimi mecanice Mãrimi electrice
Elongaþia, y
Viteza, v = dy/dt
Constanta elasticã, k
Masa, m
Acceleraþia, a = dv/dt

Sarcina, q
Intensitatea curentului, i = dq/dt
Inversa capacitãþii, 1/C
Inductanþa, L
Viteza de variaþie a intensitãþii curentului, di/dt
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Perioada oscilaþiilor, T
0
, se mai numeºte perioada proprie a circuitului

oscilant.
Am regãsit formula lui Thomson, întâlnitã la circuitele serie RLC de

curent alternativ, la fenomenul de rezonanþã, când pulsaþia tensiunii alternative

aplicate circuitului serie era egalã cu pulsaþia proprie, 0

1

LC
ω = .

Prin urmare, perioada proprie a oscilaþiilor electromagnetice produse în
circuitul oscilant depinde numai de valorile parametrilor circuitului oscilant,
adicã de capacitatea ºi de inductanþa circuitului.

Observaþie fundamentalã. În cele spuse pânã acum, nu s-au examinat
rolul rezistenþei circuitului oscilant ºi rolul frecãrii din sistemul mecanic.
Datoritã rezistenþei sârmei bobinei ºi conexiunilor, în circuitul oscilant real are
loc o pierdere de energie sub formã de cãldurã, care se transferã sistemelor

înconjurãtoare. La fel se întâmplã ºi în
cazul sistemului mecanic. Sistemul se
încãlzeºte în timpul oscilaþiilor datoritã
frecãrilor. Amplitudinea iniþialã scade,
deoarece scade energia oscilatorului
prin disipare. Tot aºa scad ºi amplitu-
dinile lui u

C
 ºi i dupã fiecare oscilaþie.

Miºcarea oscilatorie liberã, fie
electromagneticã, fie mecanicã, este,
în realitate, o miºcare amortizatã.

Fig. 2.54
Sistemul oscilator mecanic
analog circuitului oscilant

electric real.

Fig. 2.55

Sistemul oscilator mecanic,
analog circuitului oscilant real, este
prezentat în figura 2.54.

Experiment. Studiul regimului periodic amortizat (regimul oscilaþiilor
libere amortizate) al unui circuit oscilant RLC.

Pentru vizualizarea pe ecranul osciloscopului catodic a oscilaþiilor libere
amortizate care apar într-un circuit oscilant RLC, alimentat cu impulsuri de
tensiune, se va realiza montajul cu schema din figura 2.55.

Drept generator de impulsuri se poate folosi un generator de tensiune
alternativã, 2 sinu U t= ω  – cu frecvenþa ν, ce poate fi variatã – în serie cu o
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diodã semiconductoare. Impulsurile de tensiune vor fi monoalternanþele ten-
siunii alternative redresate.

În cazul în care condensatorul se încarcã prin impulsuri de tensiune a
cãror perioadã de repetiþie este suficient de mare, astfel încât regimul tranzi-
toriu provocat de primul impuls sã disparã pânã la apariþia celui de-al doilea
impuls, curba de descãrcare a condensatorului, u

C
 = f (t), poate fi repetatã atâta

timp cât se aplicã impulsuri de tensiune condensatorului. Dacã se conecteazã
armãturile condensatorului la plãcile de deviaþie verticalã, Y, ale unui osci-
loscop catodic ºi se alege perioada tensiunii de baleiaj egalã cu cea a
impulsurilor de tensiune aplicate condensatorului pentru încãrcarea sa periodicã,
pe ecranul osciloscopului va apãrea o imagine permanentã, reprezentatã în
figura 2.56.

Fig. 2.56

Se disting trei clase de circuite, fiecare fiind caracterizatã de un anumit

tip de regim liber, dupã cum 
L

R
C

>
< :

regim liber oscilatoriu amortizat: 2
L

R
C

< ; regim aperiodic critic: 2
L

R
C

= ;

regim aperiodic: 2
L

R
C

> .

A) Regimul liber oscilatoriu amortizat: 2
L

R
C

< . Circuitul admite osci-

laþii proprii pentru u
C
 ºi i cu pulsaþia:

2 2

0 02

1 1
1

4 4p

R R C

LC L L LC
ω = − = ω − ≈ ω = .

Aceste oscilaþii reprezintã oscilaþii amortizate, cu factorul exponenþial

de amortizare 2e
R

t
L

−
, numite oscilaþii pseudoperiodice.

• Pentru L = 1 H, C = 0,2 µF, R = 200 Ω, ν = 22 Hz, se numãrã N = 8

pseudooscilaþii ⇒ 0

1

2 2

T
T

N N
= =

ν
 = 0,002841 s, valoare experimentalã, va-

loarea teoreticã fiind:
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0 2T LC= π  = 0,00281 s. Cele douã valori pentru pseudoperioada T
0
,

(experimentalã ºi teoreticã) practic coincid.
• Variind rezistenþa rezistorului în sens crescãtor, numãrul pseudoos-

cilaþiilor scade.
• Se variazã apoi capacitatea în ambele sensuri ºi se interpreteazã ima-

ginile obþinute pe ecran.

2.2.4. Oscilaþii electromagnetice forþate

Spre deosebire de oscilaþiile libere, oscilaþiile forþate nu se produc da-
toritã unui simplu impuls iniþial (acesta fiind sarcina q de pe armãturile con-
densatorului, în cazul descãrcãrii oscilante a condensatorului), ele sunt
menþinute prin acþiunea unui agent exterior.

În cazul sistemelor oscilante mecanice, de exemplu, oscilaþiile forþate
se obþin dacã se aplicã sistemului o forþã exterioarã, cu variaþie periodicã.

Conectând un generator de curent alternativ într-un circuit oscilant
(fig. 2.57), se obþin oscilaþii forþate (permanente). Intensitatea curentului care
va circula prin circuitul oscilant nu va mai prezenta forma oscilatorie liberã
amortizatã, ci va avea o amplitudine constantã, determinatã de t.e.m. a ge-
neratorului. Frecvenþa oscilaþiilor curentului nu va mai fi datã de parametrii L
ºi C ai circuitului oscilant, ci de frecvenþa t.e.m. a generatorului.

Proprietãþile oscilaþiilor forþate, care corespund proprietãþilor curentului
în regim de oscilaþii forþate în circuitul RLC uzual de curent alternativ*, serie
sau paralel, sunt:

a) amplitudinea oscilaþiilor forþate depinde de tensiunea electromotoare
a generatorului ºi de relaþia dintre frecvenþa generatorului ºi frecvenþa proprie
a circuitului oscilant;

b) oscilaþiile forþate sunt neamortizate, adicã au o amplitudine constantã
(fig. 2.58, a);

c) frecvenþa oscilaþiilor forþate este egalã cu frecvenþa t.e.m. a gene-
ratorului ºi nu depinde de inductanþa ºi capacitatea circuitului oscilant.

Fig. 2.57

Douã moduri fundamentale de conectare a
generatorului de curent alternativ sinusoidal la

circuitul sinusoidal: a – circuit oscilant serie
(generatorul se intercaleazã în serie cu elementele
L ºi C); b – circuitul oscilant paralel (se conecteazã

generatorul în paralel cu circuitul oscilant).

*Dacã 2
L

R
C

< , circuitul de curent alternativ RLC devine circuit oscilant, deoarece poate fi

sediul oscilaþiilor proprii cu pulsaþia 0

1

LC
ω = , adicã apare o variaþie oscilatorie a mãrimilor

lui de stare (u
C
, i, q etc.), datoritã unui impuls electric iniþial.
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Proprietatea enunþatã la punctul a) aratã cã circuitul oscilant prezintã
caracteristica de selectivitate, adicã nu se comportã la fel faþã de orice frecvenþã
a t.e.m. aplicate. Rezultã o altã proprietate:

d) amplitudinea oscilaþiilor forþate devine maximã atunci când frecvenþa
generatorului, ν, devine egalã cu frecvenþa proprie, ν

0
, a circuitului, frecvenþã

numitã din aceastã cauzã ºi frecvenþã de rezonanþã.
Cu alte cuvinte, circuitul oscilant „rãspunde”, devine selectiv, numai

dacã frecvenþa t.e.m. a generatorului este apropiatã de frecvenþa de rezonanþã,
deci rezoneazã la ν = ν

0
. (Cuvântul rezonanþã, care provine din latinul resonantia,

prin care se intituleazã fenomenul analizat, înseamnã rãspuns.)

2.2.5. Curba de rezonanþã a circuitelor oscilante

Dacã se menþine constantã amplitudinea tensiunii electromotoare aplicate
circuitului oscilant ºi se variazã frecvenþa acesteia, se obþin diferite valori ale
amplitudinii oscilaþiilor intensitãþii curentului din circuit. Reprezentând grafic
valorile amplitudinii oscilaþiilor în funcþie de frecvenþã, se obþine o curbã de
rezonanþã. În figura 2.59 este reprezentatã o asemenea curbã de rezonanþã
I = f (ν).

Fig. 2.58

Diferite tipuri de oscilaþii electrice:
a – oscilaþii forþate (amplitudine constantã
ºi frecvenþã ν diferitã de frecvenþa proprie

ν
0
 a sistemului oscilant); dacã ν = ν

0
,

adicã la rezonanþã oscilaþiile devin
întreþinute; b – ºi c – oscilaþii slab ºi

puternic amortizate (oscilaþii libere în
sistemele oscilatorii reale).

Pierderile din circuit au o influenþã foarte mare asupra formei curbei de
rezonanþã. Factorul care determinã forma acestei curbe, numit factor de calitate
al circuitului oscilant, Q, este dat de raportul dintre reactanþa bobinei la re-
zonanþã (egalã cu reactanþa condensatorului – tot la rezonanþã) ºi rezistenþa
circuitului:

0 0

1L
Q

R RCω=ω ω=ω

ω   = =   ω    .

Fig. 2.59

Curbe de rezonanþã pentru diferite
valori ale rezistenþei circuitului

oscilant (din punct de vedere reactiv,
pentru ν < ν

0
 regimul de oscilaþie este

capacitiv, X
C
 > X

L
; pentru ν > ν

0

regimul este inductiv, X
L
 > X

C
).
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Pentru a obþine curbe de rezonanþã ascuþite, adicã circuite oscilante
selective, trebuie ca rezistenþa acestor circuite sã fie cât mai micã.

Astfel, circuitul serie este des folosit în radiotehnicã pentru a separa, prin
fenomenul de rezonanþã serie, un curent de o anumitã frecvenþã dintr-un semnal
complex (format din curenþi de diferite frecvenþe); procedura este numitã
selectare. Prin rezonanþa unui circuit derivaþie, se poate obþine selectarea
(separarea) unui semnal de o anumitã frecvenþã – prin tensiunea maximã pe
care o produce la bornele unui circuit oscilant derivaþie (paralel) acordat pe
frecvenþa respectivului semnal.

În circuitele cu dispozitive electronice este foarte importantã cunoaºterea
comportãrii acestor circuite oscilante în jurul frecvenþei de rezonanþã. Cel mai
important parametru pentru caracterizarea acestei comportãri este lãrgimea de
bandã, adicã intervalul de frecvenþe din vecinãtatea frecvenþei de rezonanþã;
în acest interval, amplitudinea tensiunii semnal la bornele circuitului nu scade
sub o anumitã fracþiune din valoarea ei de rezonanþã. Se considerã – de obicei
– ca lãrgime de bandã a unui circuit oscilant diferenþa dintre cele douã
frecvenþe la care mãrimea reprezentatã în curba de rezonanþã (tensiune sau

intensitate de curent) scade la 
1

2
 (adicã la 70%) din valoarea ei de rezonanþã

(fig. 2.60).
Lãrgimea de bandã (se mai spune

banda de frecvenþe) a circuitelor oscilan-
te, serie sau paralel, poate fi calculatã cu
formula:

0B
Q

ν= ,

în care: B este lãrgimea de bandã a cir-
cuitului oscilant considerat; ν

0
 – frecvenþa

de rezonanþã a circuitului oscilant; Q –
factorul de calitate al circuitului oscilant.

Lãrgimea de bandã este deci cu atât
mai micã cu cât factorul de calitate este

mai mare. La aceeaºi valoare a factorului de calitate, lãrgimea de bandã creºte
cu frecvenþa de rezonanþã.

2.2.6. Circuite oscilante cuplate

Se numesc circuite oscilante cuplate acele circuite la care se poate efec-
tua un transfer de energie electromagneticã de la unul dintre circuite la celãlalt.

Cel mai des utilizat tip de circuite oscilante cuplate este acela al cir-
cuitelor cuplate inductiv sau magnetic (fig. 2.61). În acest caz, cele douã
bobine ale circuitelor formeazã un transformator. Circuitul alimentat de la un
generator de curent alternativ, circuit numit primar, este parcurs de un curent

Fig. 2.60

Definirea lãrgimii de bandã

B = 
0

Q

ν
 = ν

2
 – ν

1
 a unui

circuit oscilant.
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care creeazã un flux magnetic variabil prin bobina L
2
. Se induce, astfel, o

tensiune electromotoare alternativã în circuitul secundar al sistemului de cir-
cuite oscilante cuplate. Curentul datorat t.e.m. induse are aceeaºi frecvenþã ca
ºi curentul din primar. Circuitul secundar se comportã întotdeauna ca un circuit
serie, deoarece t.e.m. indusã este în serie cu elementele L ºi C în acest circuit.

Circuite oscilante cuplate inductiv (cu
conectare serie a generatorului, la

frecvenþã mare a t.e.m., 102–106 Hz, în
circuitul primar). L

12
 este inductanþa

mutualã a celor douã bobine din circuitele
oscilante, cuplate magnetic.

Fig. 2.61

În figura 2.62 sunt arãtate mai multe curbe de rezonanþã U
m2

 = f (ν
1
) ale

circuitelor cuplate din fig. 2.61, acordate pe aceeaºi frecvenþã ν
0
 = ν

01
 = ν

02

(adicã având aceeaºi frecvenþã de rezonanþã ν
0
), dar pentru diferiþi coeficienþi

de cuplaj k. În cazul a douã circuite cuplate magnetic (inductiv), având induc-
tanþele L

1
 ºi L

2
 ºi inductanþa mutualã L

12
 (fig. 2.62), coeficientul de cuplaj are

expresia 12

1 2

L
k

LL
= , k ∈ [0, 1].

Fig. 2.62

Curbe de rezonanþã ale circuitelor
cuplate: k

1
 – cuplaj slab (nu se

deosebeºte mult de curba de rezonanþã
a unui singur circuit oscilant, cu

condiþia ca cele douã circuite cuplate
sã aibã aceeaºi frecvenþã de rezonanþã,
adicã sã fie acordate); k

c
 – cuplaj critic;

k
2
 ºi k

3
 – cuplaj strâns.

Pe mãsurã ce coeficientul de cuplaj creºte (adicã circuitele sunt mai
apropiate), curba de rezonanþã îºi modificã forma, devine mai platã în partea
superioarã ºi, de la o anumitã valoare a coeficientului de cuplaj, începe sã aibã
douã maxime. În cazul cuplajului strâns, tensiunea la bornele circuitului se-
cundar nu mai este maximã la frecvenþa de rezonanþã ν

0
, ci la alte douã

frecvenþe, ν
1
 ºi ν

2
, diferite de frecvenþa de rezonanþã, una mai mare ºi una mai

micã decât aceasta: ν
1
 = ν

0
 – ∆ν, ν

2
 = ν

0
 + ∆ν. Cu cât cuplajul este mai strâns

(adicã valoarea lui I este mai mare), cu atât „groapa” dintre cele douã maxime
este mai accentuatã. Aceste fenomene se explicã prin influenþa inversã a circuitului
secundar (reacþia) asupra circuitului primar, care în apropierea rezonanþei
induce în bobina circuitului primar o tensiune electromotoare de sens opus
curentului din primar, provocând o scãdere a intensitãþii acestuia.

În montajele radio, atât la emisie cât ºi la recepþie, circuitele cuplate au
o largã utilizare.
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Rezolvarea problemei urmãtoare permite recapitularea concretã a cu-
noºtinþelor privind funcþionarea circuitelor oscilante în regim de oscilaþii forþate
(circuitul serie RLC de curent alternativ).

Problemã rezolvatã

Un circuit oscilant serie real este alcãtuit dintr-un condensator cu capa-
citatea C = 318 nF ºi o bobinã cu lungimea l = 0,1 m, aria secþiunii transversale
S = 10–4 m2 ºi N = 300 spire, care are un miez cu permeabilitatea µ. La bornele
circuitului oscilant se aplicã o tensiune alternativã sinusoidalã cu amplitudinea
U

m
 = constant. La frecvenþa ν

0
 = 10 kHz, miezul ocupã jumãtate din volumul

interior al solenoidului. Intensitatea efectivã a curentului este de cinci ori mai
micã decât valoarea maximã a intensitãþii efective, la aceeaºi frecvenþã.

Presupunând cã miezul rãmâne la jumãtatea solenoidului ºi cã frecvenþa
variazã, se cere:

a) sã se determine permeabilitatea relativã a miezului; b) sã se calculeze
frecvenþele ν

1
 ºi ν

2
 pentru care puterea activã a circuitului este jumãtatea puterii

active maxime, P
max

; c) sã se arate cã raportul dintre frecvenþa de rezonanþã ºi
diferenþa ν

2
 – ν

1
 este egal cu factorul de calitate al circuitului oscilant ºi sã se

calculeze valoarea acestuia; d) sã se calculeze lãrgimea de bandã a circuitului
oscilant; e) sã se deseneze schematic sistemul oscilator mecanic (oscilatorul
elastic) analog circuitului oscilant descris; f) sã se scrie ecuaþia oscilatorului elastic
analoagã ecuaþiei tensiunilor pentru circuitul oscilant; g) sã se determine masa
oscilatorului elastic, ºtiind cã frecvenþa sa proprie este de 1000 de ori mai micã
decât frecvenþa de rezonanþã a circuitului oscilant considerat, iar k = 3955 N/m.

Rezolvare
a) Fluxul magnetic prin bobina circuitului oscilant, când miezul ocupã

jumãtate din volumul interor al acesteia, este:

0 0 0(1 )
2 2 2r r

N N NS NI
SB S BΦ = + µ = µ + µ

l
, de unde se obþine:

2

0

1

2
r N S

L
I

+ µΦ
= = µ ⋅

l
.                               (1)

Intensitatea curentului prin circuit este datã de expresia:

2
2 1

U
I

R L
C

=
 + ω − ω 

.

La rezonanþã,                      0

0

1
L

C
ω =

ω
                                           (2)

ºi intensitatea curentului devine maximã. Din relaþiile (1) ºi (2) se obþine

2 2 7 4 4
0 0

2 1 2 0,1
1

4 10 9 10 10
r

l

N S C − −

⋅+ µ = ⋅ =
µ ω π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1· 7 2 8

1

3,18 10 4 10−⋅ ⋅ π ⋅  = 14,09.

De aici rezultã 
rµ ≈ 13,09.
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b) Reactanþa circuitului oscilant, în cazul când miezul ocupã complet
volumul interior al bobinei, folosind ºi relaþiile (1) ºi (2), este:

2 4 4
7 4

0 0

11 13,09 9 10 10
4 10 2 10 46,51

2 2 0,1
r

t t r

N S
X L

C

−
−+µ ⋅ ⋅ = ω− =µ µ − ω = π⋅ ⋅ ⋅ π⋅ = ω   l

 Ω.

Din condiþia 
2 2

max 5t

t

U
R XI R

UI R
Z

+
= = =  se obþine:

46,51
9,5

4,924
tX

R = = =  Ω.

Puterea activã a circuitului oscilant, în funcþie de frecvenþã, are expresia

P(ν) = UI(ν)cosϕ(ν) = 

( )

2 2

2
2

2 1
2

mU R RU

Z Z
R L

C

⋅ =
  + ω −  ω  

; deci 
2

max
2

mU
P

R
=  ºi

1,2
Pν  = 

2

2
1,2

1,2

2 1

mR U

R L
C

⋅
 

+ ω −  ω 

 (3). Cum 
1,2

Pν  = 
2

max

2 4
mP U

R
= , din (3) se obþine

condiþia 1,2

1,2

1
L R

C
ω − = ±

ω
. Rezolvând aceastã ecuaþie de gradul 2 în ω

1,2
 se

obþine: 
2

2 2 2 2 2 2
1,2 0 0 02

1 1
(1 )

2 4 2

R R
R C RC

LC L L

 
ν = + ± = ν + π ν ± π ν = 

π   
4 2 2 2 14 810 1 (8,74) (3,18) 10 10−= + π ⋅ ⋅  ± π · 8,74 · 3,18 · 10–7 · 108, cu

ν
1
 = 9,19 kHz ºi ν

2
 = 11,09 kHz.

c) 0 0 0

2 1
1

2

L
Q

R R
L

ν ν ω= = =
ν − ν ⋅

π

; Q = 5,27.

d) 
4

0
2 1

10
1,89

5,27
B

Q

ν
= = ν − ν = �  kHz.

f) Þinând seama de analogiile între oscilaþiile elastice ºi cele electrice,

ecuaþia tensiunilor, 
d

d

i q
u L Ri

t C
= + + , trece în ecuaþia analoagã:

d

d

v
F m ky

t
= + + rv.

g) 3
0 0

1
10

2
e

k

m
−ν = = ν

π
, de unde 6

2 2
0

10 1
4

k
m = =

π ν
 kg.
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2.2.7. Oscilaþii electromagnetice întreþinute. Oscilatorul LC

În studiul circuitului oscilant s-a arãtat cã oscilaþiile electromagnetice
produse în circuit au o frecvenþã proprie, ν

0
, datã de formula lui Thomson:

0

0 0

1

2 L C
ν =

π .

Aceste oscilaþii se amortizeazã, adicã amplitudinea lor descreºte treptat
în timp. Amortizarea oscilaþiilor este rezultatul disipãrii de energie, prin efect
Joule, datoritã rezistenþei active a circuitului oscilant.

Dacã se transferã în mod periodic circuitului oscilant o energie egalã cu
energia disipatã, amortizarea se compenseazã ºi se obþin oscilaþii electromag-
netice neamortizate, întreþinute. În acest scop, se intercaleazã între sursa de
energie ºi circuitul oscilant L

0
C

0
 un „întrerupãtor” electronic (fig. 2.63, a). La

momente de timp bine determinate, „întrerupãtorul” se închide cu o frecvenþã
egalã cu frecvenþa proprie ν

0
 a circuitului rezonant (fig. 2.63, b). Comanda

„întrerupãtorului” electronic o face chiar circuitul oscilant L
0
C

0
.

Fig. 2.63
Principiul de funcþionare a unui oscilator LC: a – schema funcþionalã;

b – obþinerea oscilaþiilor întreþinute în circuitul L
0
C

0
. 1. Oscilaþiile întreþinute

obþinute prin transferul periodic de energie circuitului oscilant. 2. Oscilaþiile
amortizate din circuitul oscilant izolat.

Procesul de autocomandã a alimentãrii de cãtre sistemul oscilant însuºi
se numeºte reacþie (pozitivã). Montajul generator de oscilaþii electromagnetice
întreþinute, care realizeazã procesul de autocomandã (sau autoexcitaþie), se
numeºte oscilator.

Definiþie

Probleme propuse

Care dintre mãrimile unui circuit oscilant paralel, cu rezistenþã
neglijabilã, determinã: a) frecvenþa oscilaþiilor libere; b) amplitudinea
oscilaþiilor libere? Dar pentru un circuit oscilant serie?

1.
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De ce variaþia oscilatorie a mãrimilor de stare ale circuitului oscilant
continuã ºi dupã ce tensiunea la bornele condensatorului este zero?

Sã se enumere toate mãrimile de stare cu variaþie oscilatorie ale
circuitului oscilant.

Pentru ce valoare a rezistenþei unui circuit format dintr-un con-
densator de capacitate 4 µF ºi o bobinã de inductanþã 10 mH, circuitul
devine oscilant?

R: R < 100 Ω.

Un circuit oscilant serie are capacitatea condensatorului de 318 nF
ºi inductanþa bobinei de 0,8 mH.

a) Sã se scrie ecuaþia pendulului elastic analoagã ecuaþiei tensiunilor
pentru circuitul electric descris.

b) Sã se determine masa pendulului elastic, ºtiind cã frecvenþa
sa proprie este de 1000 de ori mai micã decât frecvenþa de rezonanþã
a circuitului electric, iar k = 3955 N/m.

R: 1 kg.

Un condensator încãrcat, de capacitate 0,5 µF, este conectat la
bornele unei bobine de inductanþã 5 mH. Sã se determine dupã cât
timp de la conectare energia câmpului electric al condensatorului
devine egalã cu energia câmpului magnetic al bobinei. Se  neglijeazã
rezistenþa circuitului.

R: 39 µs.

Într-un circuit oscilant, cu L = 1 mH ºi R = 3 Ω, se introduce în
serie un generator de t.e.m. alternativã, cu E

m
 = 1,5 V. Dacã frecvenþa

t.e.m. este egalã cu frecvenþa proprie a circuitului, ν
0
 = 100 kHz, sã

se calculeze factorul de calitate al circuitului ºi tensiunea maximã la
bornele condensatorului.

R: 209,3; 314 V.

Într-un circuit oscilant ideal (fig. 2.64) format
din douã condensatoare identice, având fiecare ca-
pacitatea C, ºi o bobinã cu inductanþa L, un con-
densator este încãrcat, înainte de închiderea între-
rupãtorului Î, cu sarcina q

0
.

Sã se stabileascã:
a) expresiile intensitãþii curentului prin circuit

ºi a sarcinii electrice de pe armãturile condensa-
toarelor, în raport cu timpul;

b) analogia mecanicã.

       R: 0

1 2
sin

2
i q t

LC LC
= ; 0

1 (1 cos )
2

q
q t= + ω ;

0
2 (1 cos )

2

q
q t= − ω .

2.

3.

4.

5.

6.

7.

Fig. 2.64
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2.3. Câmpul electromagnetic. Unda electromagneticã

2.3.1. Câmpul electromagnetic

Experienþele lui Oersted, Ampère, Henry ºi Faraday au condus la stabilirea
a douã principii de bazã ale electromagnetismului:

1) un curent electric care trece printr-un conductor produce un câmp
magnetic cu linii închise în jurul conductorului;

2) într-un conductor care intersecteazã linii de câmp magnetic se induce
o tensiune electromotoare, deci ºi un câmp electric.

În 1864, James Clerk Maxwell a generalizat aceste douã principii prin
sistemul de ecuaþii care-i poartã numele.

La baza teoriei lui Maxwell stau douã afirmaþii:
– în jurul unui câmp magnetic variabil în timp ia naºtere un câmp electric

ale cãrui linii sunt închise. Intensitatea câmpului electric, E
G

, este cu atât mai
mare cu cât inducþia, B

JG
, a câmpului magnetic variazã mai rapid (fig. 2.65, a, b);

– în jurul unui câmp electric variabil în timp ia naºtere un câmp magnetic
ale cãrui linii sunt închise. Inducþia câmpului magnetic, B

JG
, este cu atât mai

mare cu cât intensitatea câmpului electric, E
G

, variazã mai rapid (fig. 2.66, a, b).

James Clerk Maxwell (1831–1879), fizician englez. S-a nãscut în
Edinburgh, Scoþia, în anul în care Faraday descoperã fenomenul inducþiei
electromagnetice. Are importante contribuþii în domeniul teoriei cinetice a
gazelor ºi electromagnetismului. Generalizând legile experimentale ale
fenomenelor electrice ºi magnetice, Maxwell a pus bazele teoriei câmpului
electromagnetic. A alcãtuit un sistem de ecuaþii care exprimã legile câmpului
electromagnetic. Pe baza acestor ecuaþii a dedus existenþa undelor elec-
tromagnetice, descoperite experimental de Heinrich Hertz.

A organizat, în 1870, Laboratorul Cavendish de la Universitatea din
Cambridge, devenit un centru mondial al cercetãrilor în domeniul fizicii.

Este considerat, alãturi de Isaac Newton ºi Albert Einstein, drept unul
dintre cei mai profunzi ºi mai productivi fizicieni din toate timpurile.

Câmpul electric
produs de un câmp
magnetic variabil în

timp. Sensul liniilor de
câmp electric este

contrar celui dat de
regula burghiului când

vectorul B
JG

 este
crescãtor în timp ºi

este acelaºi cu cel dat
de regula burghiului

când vectorul B
JG

scade în timp.

Fig. 2.65 Fig. 2.66

Câmpul magnetic
produs de un câmp
electric variabil în

timp. Sensul liniilor de
câmp magnetic este

dat de regula
burghiului când
vectorul E

G
 este

crescãtor în timp ºi
este contrar celui dat
de regula burghiului

când vectorul E
G

scade în timp.
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Conform teoriei lui Maxwell, por-
þiunea dintr-un circuit de curent alternativ,
întreruptã de un condensator, participã la
crearea câmpului magnetic exterior prin
câmpul electric variabil dintre armãturile
condensatorului (fig. 2.67). Prin urmare,
spaþiul ocupat de un câmp electric va-
riabil este simultan ocupat ºi de un câmp
magnetic variabil. Coexistenþa lor se ex-
plicã prin generarea unuia dintre ele da-
toritã variaþiei celuilalt.

Fig. 2.67

Câmpul electric variabil din
condensator genereazã un câmp

magnetic ( )cazul 0
E

t

∆ >
∆

.

Definiþie

Ansamblul câmpurilor electric ºi magnetic, care oscileazã ºi se gene-
reazã reciproc, se numeºte câmp electromagnetic.

Teoria câmpului electromagnetic elaboratã de Maxwell a fost deplin
confirmatã de experienþã. Predicþia lui Maxwell privind propagarea cu vitezã
finitã (viteza luminii) a câmpului electromagnetic a devenit realitate prin inge-
nioasele experienþe ale lui Heinrich Hertz (1857–1894), în anul 1888.

2.3.2. Propagarea câmpului electromagnetic. Unda electromagneticã
O proprietate fundamentalã a câmpului electromagnetic este capacitatea

lui de a se propaga în spaþiu. Dacã printr-un conductor circulã un curent al-
ternativ de frecvenþã înaltã, în jurul conductorului apar câmpuri alternative,
unul electric ºi altul magnetic. Interdependenþa (generarea reciprocã) dintre
câmpul electric variabil ºi câmpul magnetic variabil explicã propagarea câmpului
electromagnetic în spaþiu. Variaþiile câmpului electric produc în spaþiul încon-
jurãtor un câmp magnetic care nu rãmâne constant, deoarece variazã câmpul
electric care l-a generat. Dar variaþiile câmpului magnetic produc din nou un
câmp electric care, de asemenea, variazã, generând din nou un câmp magnetic
º.a.m.d. Astfel, câmpul electromagnetic este un proces oscilatoriu care se
propagã din aproape în aproape, cuprinzând mereu porþiuni noi în spaþiu.
Într-un câmp electromagnetic ce se propagã, ambele câmpuri variazã periodic
în timp; pe scurt, ambele câmpuri au o variaþie spaþio-temporalã.

Heinrich Hertz (1857–1894), fizician german, nãscut în Hamburg,
Germania. În tinereþe îl preocupã limbile strãine ºi ºtiinþele umaniste.
Diverse aparate primite de la bunicul sãu îi determinã atracþia spre fizicã.
Dupã ce studiazã fizica ºi matematica la Universitatea din Berlin, se
dedicã cercetãrilor experimentale în domeniul electromagnetismului;
dovedeºte, în anul 1888, existenþa undelor electromagnetice, presupuse
de M. Faraday în anul 1832 ºi prezise, în anul 1865, de teoria lui Maxwell.
Stabileºte (1887) influenþa luminii ultraviolete asupra descãrcãrilor electrice,
iniþiind studiul efectului fotoelectric extern. Interpretarea acestui efect
va fi datã de Albert Einstein în anul 1905.
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Un câmp electromagnetic care se propagã constituie o undã electromagneticã.

Apelãm la o construcþie graficã pentru a
descrie mecanismul propagãrii undei electro-
magnetice prin vid. Considerãm un câmp
electromagnetic ca acela din figura 2.68, a.
Presupunem cã numai câmpul magnetic este
variabil în timp (deci B

JG
 este variabil). Dupã un

interval foarte scurt de timp, ∆t, el are forma
de variaþie spaþialã reprezentatã cu linie punctatã
în figura 2.68, b. Se observã cã noua curbã se
obþine deplasând-o pe cea iniþialã pe o dis-
tanþã foarte micã în sensul pozitiv al axei Oy.

Sã stabilim efectul produs asupra câmpului
electric de aceastã variaþie a câmpului magnetic.

În regiunea din stânga noii curbe, câmpul

magnetic a scãzut ca intensitate ( )0
B

t

∆ <
∆

. Prin

inducþie electromagneticã, ia naºtere un câmp
electric a cãrui intensitate se adunã vectorial
cu intensitatea celui existent. Intensitatea câm-
pului electric indus va fi orientatã în sensul
negativ al axei Oz, deci intensitatea câmpului
electric rezultant din aceastã regiune va scãdea

în valoare. În regiunea din dreapta inducþia magneticã a crescut ºi vectorul
intensitate a câmpului electric indus va fi orientat în sensul pozitiv al axei Oz.
Câmpul electric din aceastã regiune va creºte în intensitate. Noua distribuþie
a intensitãþii câmpului electric se obþine, deci, din cea iniþialã, printr-o de-
plasare spre dreapta cu aceeaºi distanþã cu care se deplaseazã distribuþia in-
ducþiei câmpului magnetic. Pe de altã parte, conform teoriei lui Maxwell, un
câmp electric de intensitate variabilã în timp determinã apariþia unui câmp
magnetic. Are loc, deci, o deplasare a întregii distribuþii, pe o distanþã foarte
micã în sensul pozitiv al axei Oy (fig. 2.68, c). Fenomenele se repetã apoi în
mod identic. Se formeazã, în consecinþã, o undã electromagneticã ce se pro-
pagã de-a lungul direcþiei axei Oy, în sensul ei pozitiv.

Propagându-se în spaþiu, câmpul electromagnetic pierde legãtura cu
conductorul în vecinãtatea cãruia a fost produs iniþial. Chiar dacã se întrerupe
oscilaþia curentului în conductor, unda electromagneticã îºi va continua
deplasarea. Teoria lui Maxwell aratã – ºi experienþele lui H. Hertz confirmã
– cã, într-o undã electromagneticã, vectorii E

G
 ºi B
JG

 oscileazã în fazã în pla-
ne perpendiculare între ele ºi perpendiculare pe direcþia de propagare a undei
(fig. 2.69).

Definiþie

Fig. 2.68
Propagarea undei
electromagnetice.
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Viteza de propagare a undelor electromagnetice în vid a fost stabilitã de
Maxwell:

0 0

1
c =

ε µ ,

ε
0
 ºi µ

0
 fiind permitivitatea electricã, respectiv permeabilitatea magneticã a

vidului. Înlocuind cu valorile numerice corespunzãtoare, se obþine

8

12 7

1 m
3 10

sF H
8,85 10 12,56 10

m m

c
− −

= = ⋅
⋅ ⋅

.

Aceastã valoare coincide cu cea a vitezei luminii în vid, valoare prezisã
de teoria lui Maxwell.

Într-un mediu izotrop ºi omogen* oarecare, viteza v de propagare a undelor
electromagnetice este mai micã decât în vid ºi are expresia:

0 0

1

r r r r

c
v = =

ε ε µ µ ε µ ,

ε
r
 ºi µ

r
 fiind permitivitatea relativã, respectiv permeabilitatea relativã a mediului

în care are loc propagarea.
Lungimea de undã a undelor electromagnetice într-un mediu izotrop ºi

omogen oarecare este datã de relaþia 
vλ =
ν

.

În experienþele lui Hertz lungimea de undã era λ = (0,6 ± 0,01) m.

2.3.2.1. Dependenþa temporal-spaþialã a componentelorJG
E  ºi 

JG
B  din unda electromagneticã

Sã presupunem cã în originea axelor de coordonate Oxyz se genereazã
unde electromagnetice (fig. 2.69); forma de variaþie a mãrimilor vectorilor E

G

ºi B
JG

 este sinusoidalã:
E

z
 = E

0z
 sinωt; B

x
 = B

0x
 sint ωt,

unde: E
0z

 ºi B
0x

 reprezintã amplitudinile oscilaþiei electrice, respectiv mag-
netice; ω – pulsaþia componentelor electricã, respectiv magneticã ale undei
electromagnetice.

Fig. 2.69
În fiecare punct al spaþiului atins de o

undã electromagneticã, vectorii E
G
 ºi B
JG

oscileazã în fazã, în direcþii normale, Ox,
respectiv Oz, pe direcþia de propagare
Oy. Ansamblul ( ,E B

G JG
) formeazã o undã

electromagneticã transversalã care se
propagã în vid cu viteza luminii.

* mediu izotrop – mediu ale cãrui proprietãþi nu depind de direcþia de observare;
mediu omogen – mediu ale cãrui proprietãþi nu depind de punctul de observare.
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Sensul de propagare al undei este dat de sensul de înaintare a unui burghiu
drept care este rotit, de la vectorul E

G
 cãtre vectorul B

JG
, pe drumul cel mai scurt.

În cazul analizat, unda se propagã în sensul semiaxei pozitive Oy. Între ampli-

tudinile intensitãþii câmpului electric ( )0E
JJG

 ºi inducþiei magnetice ( )0B
JJG

 existã

relaþia: 
0 0E B v= ×
JJG JJG G

.

Pentru a stabili relaþia de interdependenþã temporalã ºi spaþialã dintre

vectorii electric ( )E
G

 ºi magnetic ( )B
JG

 ai undei electromagnetice sinusoidale,

vom face urmãtorul raþionament. Considerãm un punct, A, situat la distanþa y
pe direcþia de propagare. La timpul t vom avea în A aceeaºi stare care exista
în O mai înainte cu timpul tN – timpul necesar undei sã ajungã din O în A. Dacã
viteza de propagare a undei într-un mediu omogen ºi izotrop este v, atunci

y
t

v
′ = ; deci, pentru intensitatea câmpului electric al undei putem scrie:

E = E
0
 sin ω(t – tN) = ( )0 sin

y
E t

v
ω − ,

iar pentru inducþia magneticã:

( )0 sin
y

B B t
v

= ω − .

Argumentul acestor funcþii poate fi transformat dupã cum urmeazã:

( ) ( )2 2
2

y t y t y
t

v T Tv T

π πω − = − = π −
λ ,

unde: λ = vT reprezintã lungimea de undã pentru unda electromagneticã;

r r

c
v =

ε µ  reprezintã viteza undei; T reprezintã perioada de oscilaþie pentru

E
G

 ºi B
JG

.
Luând în considerare relaþia E

0
 = vB

0
, putem scrie:

( )0 sin2
t y

E E
T

= π −
λ ; ( )0 sin2

E t y
B

v T
= π −

λ ,

relaþii care definesc unda electromagneticã în punctul y pe direcþia sa de propagare.
O mãrime principalã care caracterizeazã unda electromagneticã este

densitatea volumicã instantanee a energiei undei electromagnetice, definitã în
fiecare punct al spaþiului prin relaþia:

d

d

W
w

V
= ,

unde dW este energia undei electromagnetice în elementul de volum dV din
jurul punctului considerat.

În cazul mediilor omogene ºi izotrope: 
2

2 B
w E= ε =

µ
.

Se poate defini ºi o densitate volumicã medie (în timp) a energiei electro-

magnetice, iw .
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Pentru mediile omogene ºi izotrope, aceasta are expresia:

i
2 2
0 0

2 2

E B
w

ε= =
µ .

O altã mãrime importantã este intensitatea undei electromagnetice, I, cu

unitatea de mãsurã 
2

W

m
, definitã prin relaþia: iI wv= ; aceasta reprezintã energia

electromagneticã radiatã pe direcþia de propagare în unitatea de timp, prin
unitatea de suprafaþã.

Aplicaþie

Intensitatea radiaþiei solare la suprafaþa Pãmântului este I = 1340 W/m2.
Sã se calculeze valoarea efectivã a intensitãþii câmpului electric, E

ef
 
, al luminii

solare.

Rezolvare:

 

2
0 0

1

2
I E= ε c 2

0 0

0 0

1 1

2
E= ε

ε µ
 sau 

2
e

0

0

fE
I =

µ
ε

, unde 0

0e vZ
µ =  reprezintã

impedanþa de undã a vidului, egalã cu 377 Ω.

Astfel: E
ef
 = 1340 377 710,76vIZ = ⋅ =  V/m.

2.3.2.2. Consideraþii electronice
Într-un conductor conectat la o sursã de t.e.m. alternativã, electronii de

conducþie oscileazã sub acþiunea câmpului electric alternativ întreþinut de
t.e.m. alternativã. Oscilaþia lor se propagã din aproape în aproape în conductor,
cu viteza luminii în vid, sub forma unei unde electronice longitudinale numite
ºi undã de curent. Pentru un circuit alimentat la o tensiune cu frecvenþa in-
dustrialã ν = 50 Hz, lungimea de undã λ a undei electronice este

cλ =
ν

8 m
3 10

s 6000 km
50Hz

⋅
= = .

Pentru circuitele obiºnuite aceastã valoare a lui λ este cu mult mai mare
decât dimensiunile care le caracterizeazã. În circuite de acest fel, fãrã derivaþii,
electronii de conducþie care formeazã gazul electronic vor oscila în fazã, în
orice punct al circuitului. Intensitatea instantanee a curentului va fi, deci,
aceeaºi în orice punct al circuitului.

Pentru conductoarele în care se stabilesc curenþi de frecvenþã foarte
înaltã, starea electricã a conductorului se schimbã. Pentru o frecvenþã foarte
înaltã a tensiunii de alimentare, de exempu 109 Hz, se obþine:

8

9

m
3 10

s 0,3 m
10 Hz

⋅
λ = = .
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În acest caz, electronii de conducþie nu mai oscileazã în fazã în orice
punct al conductorului. Pentru frecvenþe mari intensitatea instantanee a cu-
rentului nu mai este aceeaºi în toate punctele conductorului. În consecinþã,
la capetele conductorului pot apãrea reflexii ale undei de curent care produc
o undã staþionarã.

2.3.3. Producerea undelor electromagnetice

2.3.3.1. Circuitul oscilant deschis
Pentru obþinerea unei unde electromagnetice este necesar un generator

de oscilaþii electromagnetice, aºa cum pentru producerea undelor acustice
trebuie folosit un generator de oscilaþii acustice. Unul dintre cele mai cunoscute
circuite folosite pentru a radia în spaþiu unde electromagnetice este circuitul
oscilant deschis, alimentat de un generator de oscilaþii electromagnetice.

Circuitul oscilant închis nu radiazã,
practic, unde electromagnetice. De exemplu,
în cazul circuitului oscilant închis din figu-
ra 2.70, a, curenþii din laturile opuse ºi
undele radiate de aceºtia au sensuri,
respectiv faze, opuse. Perpendicular pe
planul circuitului, aceste unde se anuleazã
reciproc. De-a lungul planului circuitului
LC, defazajul între aceste unde este dat de
latura δ a circuitului LC. Cum, în majo-
ritatea cazurilor, δ << λ, defazajul introdus
de latura δ este practic nul ºi undele care
pleacã în aceste direcþii se anihileazã re-
ciproc.

Se poate schimba însã construcþia circuitului oscilant, în aºa fel încât,
în elementele lui separate, curenþii sã aibã acelaºi sens. Pentru aceasta, se
îndepãrteazã armãturile condensatorului ºi se întind, în linie dreaptã, con-
ductoarele care leagã bobina de condensator (fig. 2.70, b ºi c).

Un circuit oscilant deschis de numeºte dipol.
Cel mai simplu circuit oscilant deschis este un fir conductor drept, strã-

bãtut de un curent alternativ de frecvenþã mare (fig. 2.70, d). În mijlocul con-
ductorului liniar se intercaleazã o bobinã pentru inducerea curentului oscilant
de frecvenþã înaltã (fig. 2.70, c).

În spaþiul din jurul dipolului existã, deci, un câmp electromagnetic care
oscileazã periodic, cu frecvenþa curentului alternativ din dipol.

Sarcinile de pe dipol (fig. 2.71) produc un câmp electric peste care se
suprapune câmpul generat de variaþia în timp a câmpului magnetic produs de
curentul din dipol. Prin suprapunerea acestor douã câmpuri rezultã, în mo-
mentul când intensitatea curentului în conductor este zero, un câmp electric
cu linii de câmp închise. Câmpul electric cu linii închise se desprinde de dipol

Fig. 2.70
Transformarea unui circuit

oscilant închis într-un
circuit oscilant deschis

(dipol).
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(momentul 
2

T
t > , fig. 2.71) ºi începe sã se propage. În semiperioada urmã-

toare, procesul se repetã, dar sensul câmpurilor electric ºi magnetic este inversat.
Oscilaþiile câmpului electromagnetic se propagã în spaþiu dupã mecanismul
cunoscut.

2.3.3.2. Antena
Antena este un dipol (circuit oscilant deschis), folosit pentru a radia în spaþiu

sau pentru a capta unde electromagnetice de o anumitã frecvenþã. Inductanþa
ºi capacitatea unui conductor de antenã sunt uniform distribuite de-a lungul
lui. Fiecare metru de conductor are, aproximativ, o capacitate de 5 pF ºi o
inductanþã de 2 µH. Antena, ca orice circuit oscilant, va avea o frecvenþã proprie
de oscilaþie, v

0
, invers proporþionalã cu lungimea firului. Pentru ca energia

undelor electromagnetice sã aibã valori mari, trebuie ca frecvenþa oscilaþiilor
cu care este excitatã antena sã fie egalã cu frecvenþa ei proprie, ν

0
. Cea mai

simplã antenã constã dintr-un fir conductor izolat faþã de pãmânt, lungimea
firului fiind egalã cu jumãtate din lungimea de undã proprie λ

0
 (numitã ºi

lungime de undã fundamentalã), adicã 0

2
l

λ= . O asemenea antenã se denumeºte

dipol semiundã. Acest tip de antenã este analog unui tub sonor de lungime

2

λ
 închis la capete. La mijloc, tubul are un orificiu unde, cu ajutorul unui

sistem oscilant, se produce oscilaþia care provoacã rezonanþa coloanei de aer.
Oscilaþiile mecanice ale coloanei de aer din tub dau naºtere unei unde staþionare
cu noduri la capete. Analog, la capetele antenei, unda electronicã staþionarã
prezintã noduri (de curent), iar la mijlocul antenei un ventru (de curent).

În timpul unei semiperioade, curentul circulã într-un singur sens în lungul
firului, iar în semiperioada urmãtoare, sensul se schimbã. Curentul prezintã
o distribuþie neuniformã a intensitãþii efective, zero la capete ºi maximã la mij-
locul antenei.

Fig. 2.71

Câmpul electromagnetic radiat de un dipol electric. În aproprierea dipolului
excitator, componenta magneticã ºi cea electricã se deplaseazã cu o diferenþã

de drum 
4

λ∆λ = . Dupã ce s-au detaºat, ele se propagã fãrã diferenþã de drum.
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Pentru λ
0
 = 2l, se spune cã antena lucreazã pe frecvenþa fundamentalã

(modul fundamental).
ªi tensiunea este neuniform distribuitã de-a lungul antenei. S-a convenit

sã se numeascã tensiune, într-un punct oarecare al antenei, diferenþa de po-
tenþial dintre punctul dat ºi punctul simetric de pe jumãtatea a doua a firului.

Cu ajutorul unui instrument de mãsurã adecvat (milivoltmetru electronic),
se poate stabili variaþia tensiunii efective U de-a lungul antenei. Mãsurãtorile
aratã cã valoarea maximã a tensiunii efective, adicã ventrul de tensiune, este
totdeauna la capetele firului (de unde ºi necesitatea de a izola perfect antena).
La mijloc, unde se aflã bobina de cuplaj cu generatorul, tensiunea este nulã
(nod de tensiune).

În cazul undei electronice staþionare
din antena semiundã, valorile efective ale
intensitãþii curentului ºi tensiunii diferã în
diversele puncte ale firului, dar distribuþia
lor în timp, de-a lungul firului, rãmâne con-
stantã. Variazã doar valorile instantanee i ºi u.

Dupã cum se observã ºi în figura
2.72, a ºi b, ventrului de intensitate îi co-
respunde un nod de tensiune (de potenþial,
prin raportare la potenþialul punctului O,
considerat zero).

Între tensiunea ºi intensitatea curen-

tului din antenã existã un defazaj de 
2

π
 rad,

la fel ca la circuitul oscilant închis.
Dacã antena trebuie sã funcþioneze

pe diferite lungimi de undã, este necesarã
acordarea ei, adicã sã fie modificatã, co-
respunzãtor, lungimea de undã proprie. În

practicã, antena este acordatã prin aceleaºi metode prin care se acordeazã un
circuit oscilant închis:

– pentru a mãri lungimea de undã proprie a unei antene, se introduce
în circuitul ei o bobinã, ceea ce duce la acelaºi efect ca mãrirea lungimii
antenei;

– dacã se conecteazã în serie cu antena un condensator, lungimea de
undã proprie a antenei se va micºora.

Condensatorul se conecteazã în serie cu capacitatea antenei, C
A
, deci

capacitatea totalã a circuitului de antenã va scãdea, ceea ce este echivalent
cu scurtarea antenei.

De obicei, se introduce în circuitul antenei un condensator variabil
(fig. 2.73) pentru a acorda antena pe frecvenþa doritã.

Fig. 2.72

Intensitatea ºi potenþialul

pentru o antenã 
2

λ
:

a – distribuþia intensitãþii
efective a curentului;

b – distribuþia potenþialului
efectiv.
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Un conductor vertical, izolat la capete, formeazã o antenã de lungime
l = 30 m ºi capacitate proprie C

A
 = 100 pF. a) Sã se calculeze inductanþa proprie

a antenei. b) Care ar fi lungimea de undã fundamentalã a antenei, dacã un
capãt al ei s-ar pune la pãmânt? c) Ca la orice sistem oscilant (oscilator) ºi în
cazul funcþionãrii antenei trebuie sã aibã loc oscilaþia valorilor energiei. Sã se
explice mecanismul acestui proces. d) Se presupune cã intensitatea efectivã
a curentului este aceeaºi în ambele cazuri (a) ºi (b). Sã se arate în care dintre
cazuri energia transportatã de undele electromagnetice este mai mare.

Rezolvare
a) La funcþionare pe modul fundamental,

λ
0
 = 2l = 60 m ºi ν0

0

c=
λ

 = 5 · 106 Hz. Din condiþia

de rezonanþã a circuitului acordat, ν0

1

2
v

LC
=

π
, se

obþine L = 10–5 H.
b) La capãtul legat la pãmânt al antenei se

formeazã un nod pentru potenþial, deoarece 2po-
tenþialul pãmântului este nul, ºi un ventru de curent,
deoarece electronii se pot scurge din (sau în) pã-
mânt. La capãtul opus se formeazã un nod pentru
curent, I = 0, la orice moment, deoarece electronii
nu mai au unde sã se scurgã, ºi un ventru de tensiune. Antena este acum analoagã
unui tub sonor închis la un capãt ºi deschis la celãlalt. Lungimea de undã
fundamentalã este, în acest caz, v

0
 = 4l = 120 m.

c) Antena este un oscilator de tip electromagnetic. Energia câmpului
electric creat de sarcinile de la capetele antenei (la momentele pentru care i = 0)
se transformã periodic în energie a câmpului magnetic al curentului alternativ
(momentele pentru care i este maxim în centrul conductorului) ºi viceversa.

d) La aceeaºi intensitate efectivã a curentului din antenã, energia undelor
electromagnetice radiate este cu atât mai mare cu cât frecvenþa de oscilaþie
este mai mare. Explicaþia constã în faptul cã intensitatea câmpului electric
(magnetic) generat prin variaþiile câmpului magnetic (electric) – deci energia
transportatã de undele electromagnetice – este cu atât mai mare cu cât variaþiile
respective sunt mai rapide. Puterea antenei semiundã este deci mai mare decât
cea a antenei sfert de undã.

2.3.3.3. Miºcarea acceleratã a purtãtorilor de sarcinã,
sursã de undã electromagneticã

Undele electromagnetice radiate de o antenã iau naºtere din miºcarea
acceleratã a electronilor de conducþie. Aceºtia efectueazã o miºcare oscilatorie
de-a lungul antenei.

Fig. 2.73

Problemã rezolvatã

Antenã acordatã
folosind un con-

densator variabil.

L
A

Lc

c
V
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Sã analizãm procesul de radiaþie a undelor electromagnetice pornind de
la proprietãþile câmpului electric ºi magnetic al purtãtorilor de sarcinã electricã.

O particulã cu sarcinã aflatã în repaus într-un sistem de referinþã creeazã
un câmp electric coulombian în care liniile de câmp sunt uniform distribuite
(fig. 2.74, a). Dacã particula se aflã în miºcare rectilinie uniformã, structura
câmpului electric se modificã. În direcþia deplasãrii, liniile de câmp se rãresc,
iar în cea perpendicularã, se îndesesc, fenomen cu atât mai pronunþat cu cât
viteza particulei este mai mare.

În acelaºi timp, deplasarea particulei cu sarcinã, fiind echivalentã cu un
curent electric, rezultã cã liniile câmpului magnetic sunt cercuri situate într-un
plan perpendicular pe direcþia miºcãrii (fig. 2.74, b).

Dacã aceste consideraþii sunt valabile în cazul deplasãrii particulei într-un
dielectric (de exemplu, aer sau vid), situaþia se modificã pentru deplasarea printr-un
conductor. Deoarece într-un fir metalic se aflã purtãtori de sarcinã atât pozitivi
cât ºi negativi, câmpul electric din exteriorul conductorului este practic nul.

Curentul electric care parcurge un conductor creeazã, practic, numai
un câmp magnetic.

Modificarea de structurã a câmpului electric al particulei cu sarcinã nu
este însoþitã ºi de o variaþie a energiei electromagnetice. Rezultã cã nu apare
în nici un fel un transfer de energie de la particulã la câmpul ei. Aceasta în-
seamnã cã particula cu sarcinã nu va radia unde electromagnetice. Aºadar, o
particulã cu sarcinã electricã în miºcare rectilinie ºi uniformã nu radiazã unde
electromagnetice.

Fig. 2.74
a – Dacã particula cu sarcinã electricã q se aflã în repaus, constatãm numai
acþiunea câmpului coulombian; b – Dacã particula cu sarcinã electricã q se

miºcã faþã de noi, constatãm ºi acþiunea unui câmp magnetic.

Fig. 2.75 Modificarea structurii liniilor
de câmp electric a unei

particule cu sarcinã electricã
aflatã în miºcare rectilinie

acceleratã.

a) b)
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În cazul în care particula are o miºcare acceleratã, liniile câmpului electric
nu mai sunt drepte, ele devin curbe (fig. 2.75). Pentru a produce aceastã va-
riaþie, particula cu sarcinã trebuie sã radieze unde electromagnetice. În con-
cluzie, o particulã cu sarcinã electricã, în miºcare acceleratã, radiazã unde
electromagnetice.

2.3.4. Clasificarea undelor electromagnetice

Undele (radiaþiile) electro-
magnetice pot fi grupate dupã
fenomenul care stã la baza pro-
ducerii lor. Astfel, radiaþiile nu-
mite herþiene se datoreazã osci-
laþiei electronilor în circuitele
oscilante LC sau în circuitele
electronice speciale („cu cavitãþi
rezonante“).

Prin transformarea energiei
interne, a oricãrui corp, în energie
electromagneticã rezultã radia-
þiile termice. Radiaþiile electromag-
netice numite radiaþii de frânare
apar la frânarea bruscã a elec-
tronilor în câmpul nucleului
atomic. Radiaþiile de sincroton*
îºi au originea în miºcarea elec-
tronilor într-un câmp magnetic.

Acestor grupe de radiaþii
le corespund anumite domenii
de frecvenþe (fig. 2.76).

Cea mai uzualã împãrþire
a radiaþiilor electromagnetice se
face dupã frecvenþa ºi lungimea
de undã a acestora în vid. Aceastã
împãrþire cuprinde, aºa cum se
aratã în diagrama din figura 2.76,
grupele:

1. Undele radio. Domeniul de frecvenþã a acestor unde este cuprins între
zeci de hertzi ºi un gigahertz (1 GHz = 109 Hz), adicã au lungimea de undã
cuprinsã între câþiva kilometri ºi 30 cm. Se utilizeazã în special în transmisiile
radio ºi TV. Dupã lungimea de undã, se subîmpart în unde lungi (30–750 km),

* Denumirea se datoreazã faptului cã acest fenomen a fost pus în evidenþã la o instalaþie de
accelerare a electronilor în câmp magnetic numitã sincroton.

Fig. 2.76

Clasificarea undelor (radiaþiilor)
electromagnetice în raport cu frecvenþa ºi

lungimea de undã în vid. În interiorul
scalei (ν

v
 – λ

v
) sunt date denumirile

uzuale pentru diferite intervale de
frecvenþã (lungime de undã). În afara

scalei, sunt indicate cele patru moduri de
producere a radiaþiilor electromagnetice.
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unde medii (750 km – 50 m), unde scurte (50–10 m) ºi unde ultrascurte
(10 m – 30 cm).

2. Microundele. Sunt generate, la fel ca undele radio, de cãtre instalaþii
electronice. Lungimea de undã este cuprinsã între 30 cm ºi 1 mm. În mod
corespunzãtor, frecvenþa variazã între 109 – 3 · 1011 Hz. Se folosesc în sistemele
de telecomunicaþii, în radar ºi în cercetarea ºtiinþificã aplicativã la studiul
proprietãþilor atomilor ºi moleculelor, a maserului, a plasmei în sistem gaz
ionizat. Se subîmpart în unde decimetrice, centimetrice ºi milimetrice.

3. Radiaþii infraroºii. Cuprind domeniul de lungimi de undã situat între
10-3 ºi 7,8 · 10–7 m (3 · 1011 – 4 · 1014 Hz). În general sunt produse de corpurile
încãlzite. În ultimul timp s-au realizat instalaþii electronice care emit unde
infraroºii cu lungimea de undã submilimetricã. Se folosesc la cuptoare în I.R.,
laser, telecomenzi ºi acþionãri, teledetecþie, fotografii.

4. Radiaþii vizibile. Sunt radiaþii cu lungimea de undã cuprinsã între
aproximativ 7,6 · 10–7 m ºi 4 · 10–7 m. Sunt folosite în analiza chimicã, foto-
grafie, sinteza clorofilei.

5. Radiaþii ultraviolete. Lungimea de undã a acestor radiaþii este cuprinsã
în domeniul 3,8 · 10–7 m ºi 6 · 10–10 m. Sunt generate de cãtre moleculele ºi
atomii dintr-o descãrcare electricã în gaze. Soarele este o sursã puternicã de
radiaþii ultraviolete. Sunt folosite în analize chimice, fotografii, microscopie în UV.

6. Radiaþii X (sau Röntgen). Aceste radiaþii au fost descoperite în 1895
de fizicianul german W. Röntgen. Ele sunt produse în tuburi speciale, în care
un fascicul de electroni, accelerat cu ajutorul unei tensiuni electrice de ordinul
zecilor de mii de volþi, bombardeazã un electrod.

7. Radiaþii γ constituie regiunea superioarã (3 · 1018 – 3 · 1022 Hz) în
clasificarea undelor electromagnetice în raport cu frecvenþa lor. Sunt produse
de cãtre nucleele atomilor. La fel ca radiaþiile X, sunt folosite în terapie, defec-
toscopie, studierea cosmosului.

2.3.5. Identificarea în practicã a aplicaþiilor ºtiinþifice
ºi tehnice ale undelor electromagnetice.

2.3.5.1. Radiocomunicaþia
Proprietatea câmpului electromagnetic de a se propaga în spaþiu cu o

anumitã vitezã finitã ºi de a transporta o anumitã energie deschide acestuia
multe posibilitãþi de aplicaþii practice. Din multiplele aplicaþii ale câmpului
electromagnetic, ne vom ocupa de radiocomunicaþii, adicã de transmiterea la
distanþã a unor informaþii cu ajutorul undelor electromagnetice din domeniul
de frecvenþã 105 Hz – 109 Hz, numite unde radio.

Informaþia de transmis poate fi: sunet în radiofonie (vorbire, muzicã etc.);
imagine în televiziune; diverse semnale codificate (de exemplu, alfabetul Morse
în telegrafie). Cu ajutorul unor traductoare adecvate (microfon, camerã de luat
vederi etc.) aceste informaþii sunt transformate în oscilaþii electrice, oscilaþii de
audiofrecvenþã (AF) – în cazul sunetelor –, oscilaþii de videofrecvenþã (VF) –
în cazul imaginilor etc.
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În paragrafele precedente s-a arãtat cã sursele care emit unde electro-
magnetice au o capacitate de emisie cu atât mai pronunþatã cu cât frecvenþa
acestora este mai mare. Pe de altã parte, cu cât vrem sã transmitem simultan
o cantitate mai mare de informaþii, cu atât frecvenþa undei care transportã in-
formaþia, numitã undã purtãtoare, trebuie sã fie mai mare. S-a stabilit cã frecvenþa
undei purtãtoare trebuie sã fie cu cel puþin un ordin de mãrime mai mare decât
frecvenþa oscilaþiei electrice corespunzãtoare informaþiei. Deoarece informaþia
care reprezintã suntetul corespunde unor oscilaþii a cãror frecvenþã acoperã
un domeniu de la 20 Hz la 20 kHz, iar în cazul imaginii acest domeniu este
de 5 – 6 MHz, rezultã cã frecvenþa undelor purtãtoare trebuie sã fie peste 100 kHz
în radiofonie ºi de zeci de MHz în cadrul televiziunii.

O undã purtãtoare poate fi scrisã sub forma:
E = E

0
 sin (ωt – ϕ),

unde E
0
, ω ºi ϕ reprezintã amplitudinea, pulsaþia ºi faza iniþialã a intensitãþii

câmpului electric a undei electromagnetice. Informaþia se poate transmite
variind unul dintre aceºti parametri. Aceastã modificare a amplitudinii, frec-
venþei sau fazei, în ritmul oscilaþiei ce trebuie transmisã, se numeºte modulaþie.
Existã deci o modulaþie în amplitudine, în frecvenþã ºi de fazã.

• Un sistem de radiocomunicaþii este alcãtuit din trei pãrþi: emiþãtorul,
mediul de propagare ºi receptorul. Emiþãtorul este format dintr-un oscilator, un
amplificator de radiofrecvenþã (RF) modulat, un amplificator de audiofrecvenþã
(AF), prevãzut cu un microfon, ºi antena de emisie (fig. 2.77). Undele sonore
sunt transformate de microfon în oscilaþii electrice de AF ºi amplificate de
amplificatorul la care este conectat microfonul. Oscilatorul genereazã oscilaþia
de RF care va da naºtere undei purtãtoare. Amplificatorul de RF modulat are
un dublu rol: pe de o parte amplificã oscilaþia de RF, iar pe de altã parte modu-
leazã aceastã oscilaþie cu semnalul de AF. În acest mod se obþine o oscilaþie
de RF modulatã în amplitudine, frecvenþã sau fazã. În figura 2.77 s-a repre-
zentat forma oscilaþiei modulate în amplitudine în antena de emisie. Se observã

Fig. 2.77 Schema unei transmisii radiofonice.
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cã amplitudinea acestei oscilaþii nu este constantã, ci variabilã în ritmul
semnalului de AF. Antena de emisie transformã aceste oscilaþii în unde electro-
magnetice modulate. Mediul de propagare pentru aceste unde, în cazul radio-
comunicaþiilor terestre, este atmosfera terestrã.

Receptorul este format din: antena de recepþie, amplificatorul de RF,
detectorul, amplificatorul de AF ºi sistemul de redare a informaþiei (difuzor,
cascã telefonicã etc.). Oscilaþia de RF modulatã, indusã în antena de recepþie,
este amplificatã în etajul amplificator de RF. Extragerea informaþiei din semnal,
proces invers celui de modulare, are loc în etajul detector pentru modulaþia
în amplitudine sau în etajul discriminator pentru modulaþia în frecvenþã. Semnalul
de AF obþinut la ieºirea etajului detector este amplificat în amplificatorul de
AF ºi transformat în sunete de cãtre difuzor.

• Radiocomunicaþiile, adicã transmiterea informaþiei prin legãturã radio
între diferiþi corespondenþi, parcurg o adevãratã revoluþie tehnologicã prin
apariþia la sfârºitul secolului a radiotelefoniei celulare.

La baza sistemelor de comunicaþii celulare moderne stã principiul reuti-
lizãrii frecvenþelor, adicã satisfacerea unui numãr mare de legãturi folosind un
numãr limitat de canale radio aflate la dispoziþie.

O primã metodã de reutilizare constã în împãrþirea în celule a teritoriului
care urmeazã a fi acoperit, adicã în zone de teren care sunt deservite de o staþie
terestrã. Astfel, celulele vecine vor folosi frecvenþe diferite, iar la depãrtare de
câteva celule distanþã, care se determinã prin analiza perturbaþiilor de interfaþã
care pot apãrea, frecvenþele primei celule se pot reutiliza. Aceste celule pot
avea dimensiuni ºi forme variabile, de la 35 km (celulele mari), pânã la 30 m
(picocelule). În ceea ce priveºte forma, s-au utilizat celule cu 3, 4 sau, pre-
ponderent, 6 laturi.

Sistemul de telefonie mobilã pan-european, cunoscut sub numele de
GSM (Sistem Global de telecomunicaþii Mobile), reprezintã, în momentul de
faþã, cea mai complexã reþea de radiocomunicaþii din lume.

Actualmente, tehnologia 3 G (telefonia de generaþia treia) introduce noi
facilitãþi:

– videotelefonia;
– mesaje însoþite de poze;
– servicii de platã directe;
– vizionarea de programe de televiziune;
– „poziþionarea globalã prin satelit” – GPS; noul serviciu va ajuta orice

utilizator de telefon mobil sã se orienteze în teren cu ajutorul unei hãrþi interactive.
– audierea muzicii (a melodiilor) preferate etc.

Reprezentarea digitalã a semnalelor
Circuitele digitale sunt circuite destinate prelucrãrii semnalelor digitale,

adicã a acelor semnale capabile sã reprezinte ºi semnale analogice oarecare
– funcþii de timp continue s(t) cu valori într-un interval [U

min
, U

max
] – cu o
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precizie oricât de bunã. Se poate arãta cã, dacã s(t), funcþia care reprezintã
semnalul analogic, nu are componente de frecvenþã mai mare ca ν

max
, atunci

este suficient sã-i cunoaºtem valorile în momente distanþate la T secunde

max

1

2
T

 
< ν 

 pentru ca sã-i putem deduce valoarea exactã în orice moment.

Pe de altã parte, acceptând de la bun început o eroare admisibilã în
redarea valorilor, le vom putea reprezenta cu un numãr finit de cifre, aºa cum
pentru π folosim 3,14 sau pentru indicaþia unui aparat de mãsurare cu acul
între 21,5 ºi 22,5 acceptãm valoarea 22. Reprezentarea cifricã* sau „digitalã”
(digit = cifrã) folositã în electronicã se face în baza** de numeraþie 2 ºi nu 10.
Corespondenþa între cele douã reprezentãri este biunivocã: scrierea unui numãr
în orice bazã este unicã ºi regula (algoritmul) gãsirii cifrelor sale este aceeaºi.
În baza 2 avem nevoie de douã cifre, 0 ºi 1; în baza 10, de zece cifre: 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B.

Algoritmul constã în descompunerea numãrului dupã puterile bazei, aºa
cum rezultã din urmãtorul exemplu:

263 = 2 · 102 + 6 · 101 + 3 · 100

263
2
 = 1 · 28 + 0 · 27 + 0 · 25 + 0 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 100000111.
Înlocuirea semnalului continuu funcþie de timp (semnal numit analogic)

cu valorile sale în momente discrete se numeºte eºantionare; înlocuirea valorii
fiecãrui eºantion cu valoarea sa (aproximativã) exprimatã cu un numãr fixat
de cifre binare se numeºte cuantizare.

Prin cuantizare se înlocuieºte funcþia analogicã de timp s(t) cu o succesiune
numericã formatã doar din 0 ºi 1; punând în corespondenþã valorile 0 ºi 1 cu douã
nivele de tensiune, de exemplu U

0
 = 0 V ºi U

1
 = 4 V, se obþine un semnal digital.

În figura 2.78 este prezentat cazul când digitalizarea este realizatã cu
3 cifre binare pe eºantion, sau, cum se mai spune, cu 3 biþi.

Din considerente de ordin practic, funcþional ºi constructiv, în calcu-
latoarele electronice ºi tehnica aparaturii numerice, în electronica digitalã (în
general) se foloseºte cu predilecþie sistemul binar. Astfel, dispozitivele sau
elementele calculatoarelor electronice ºi aparaturii numerice sunt mult mai
uºor de construit, caracterizate prin douã stãri distincte proprii unui comutator:
închis ºi deschis, cãrora li se asociazã, prin convenþie, cifrele binare 0 ºi 1.
Acestea se mai numesc ºi biþi (la singular, bit), de la cuvintele (în limba englezã)
Binary Digit (cifrã binarã).

* Orice numãr poate fi exprimat în oricare bazã prin relaþia generalã: 
1

0

n
i

ibN cb
−

= ∑ ; i = 0, 1,

2, 3, …, n – 1, în care b reprezintã baza sistemului de numeraþie, iar c reprezintã cifrele (coefi-
cienþii) puterilor bazei exprimate în respectiva bazã. În sistemul de numeraþie binar b = 2, în
cel zecimal b = 10. (Numerele care nu au specificatã baza se considerã scrise în sistemul zecimal.)
** Mulþimea numãrabilã formatã din elemente (cifre) binare N

2
 poate fi înzestratã cu diferite

relaþii de ordine, astfel ca elementele ei sã poatã fi puse sub forma unui ºir, conform unei anumite
reguli. O astfel de aplicaþie care stabileºte o legãturã între mulþimea numerelor binare ºi alte
mulþimi, de exemplu, mulþimea numerelor întregi în bazã zece, o vom numi cod binar.
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Conversia semnalelor din forma analogicã în forma digitalã se face cu
circuite speciale numite convertoare analog-digitale (prescurtat CA/D) sau
analog-numerice (prescurtat CA/N), iar conversia inversã o realizeazã con-
vertoarele numeric-analoge (CN/A). Aceste circuite se numesc circuite interfaþã.

Fig. 2.78

Reprezentarea digitalã a semnalelor are o serie de avantaje faþã de repre-
zentarea analogicã: posibilitatea de refacere corectã a semnalului eventual
perturbat (nu excesiv), posibilitatea de memorare ºi de regãsire rapidã a va-
lorilor în circuite speciale de memorie ºi posibilitatea de prelucrare foarte
precisã în calculatoarele digitale.

În sistemele de transmisiuni: radio, TV, telefonie fixã sau mobilã, digi-
talizarea asigurã cea mai ridicatã stabilitate la perturbaþii. Recepþionarea sem-
nalelor transmise (stabilirea prezenþei sau absenþei impulsurilor) se poate face
chiar în condiþiile unui nivel destul de mare al perturbaþiilor.

Pentru a descrie funcþionarea blocurilor (circuitelor) care prelucreazã
semnale digitale, deci ºiruri de cifre 0 ºi 1, este necesar un limbaj matematic
adecvat, prin care sã se poatã analiza transformãrile posibile ale acestor ºiruri.

Digitalizarea semnalului
analogic s(t).

Problemã rezolvatã

Cunoscând componenta de frecvenþã maximã, ν
m
 = 1,5 kHz, a spectrului

unui semnal (audio) modulator, sã se calculeze în cazul digitalizãrii cu trei cifre

binare: a) frecvenþa de eºantionare 
1

T
; b) durata impulsului de cuantizare t.

R: a) 
1

T
≥  2νmax = 3 kHz (impulsul eºantion va avea durata T ≤ 0,3(3) ms);

b) 
3

T
t ≥  = 0,1(1) ms. În continuare, pentru exemplificarea practicã a ceea ce

Eºantion
Valoarea

în zecimal
Valoarea
în binar

A 5 101 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20

B 3,8 �  4 100 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20

C 5,2 �  5 101 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20

D 7 111 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20

E 5,7 �  6 110 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20

F 1,4 �  1 001 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20
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înseamnã sistemul digital, se prezintã blocurile (circuitele) funcþionale ale
aparatelor digitale de mãsurat.

Deºi sunt de o mare diversitate, aparatele de mãsurat digitale sunt alcã-
tuite dintr-o serie de blocuri funcþionale comune, conectate între ele cores-
punzãtor unei scheme bloc (fig. 2.79).

Fig. 2.79

Aceste blocuri funcþionale sunt: circuitul de intrare, convertorul analog-di-
gital, numãrãtorul, decodorul, dispozitivul de afiºare, blocul de comandã ºi
blocul de alimentare.

Circuitul de intrare prelucreazã mãrimea de mãsurat pentru a obþine o
mãrime convenabilã la intrarea convertorului. El poate fi un amplificator, când
mãrimea de mãsurat este prea micã, un atenuator, când mãrimea de mãsurat
este prea mare, un redresor, când mãrimea de mãsurat este alternativã ºi la
intrarea convertorului se cere un semnal continuu etc.

Circuitul de intrare asigurã ºi impedanþa necesarã la intrarea aparatului
de mãsurat digital.

Convertorul analog-digital transformã mãrimile de mãsurat analogice în
mãrimi digitale (o serie de impulsuri).

Numãrãtorul numãrã impulsurile de la ieºirea convertorului în sistem de
numeraþie binar. Celula elementarã de numãrare în sistemul binar este un
circuit basculant bistabil.

Dispozitivul de afiºare afiºeazã sub formã zecimalã rezultatul mãsurãrii.
Blocul de comandã asigurã comanda automatã a operaþiilor.
Blocul de alimentare alimenteazã toate celelalte blocuri funcþionale.

2.3.5.2. Principiul transmisiei TV. Tubul cinescop color
Transmisia TV (radiodifuzatã) presupune transmiterea la distanþã a imaginii

ºi a sunetului.
Pentru a fi transmisã o imagine, informaþia de strãlucire este transformatã

mai întâi într-un semnal electric (semnal video); cu acesta se moduleazã apoi
unda purtãtoare ce urmeazã a fi transmisã. La recepþie, imaginea va fi re-
constituitã din semnalul electric recepþionat.

În figura 2.80 este datã orientativ schema-bloc, foarte simplificatã, a unui
lanþ de transmisie TV.

Imaginea care urmeazã a fi transmisã este captatã de un dispozitiv optic
(1), care transformã semnalul luminos (imaginea) în semnal electric (semnal

Schema bloc a
aparatelor de mãsurat

numerice.
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video). Dupã o serie de prelucrãri ale semnalului video (2), acesta moduleazã
(3) o purtãtoare de înaltã frecvenþã (4), care va fi transmisã spre emiþãtor (5).
Odatã cu semnalul video, purtãtoarea va fi modulatã ºi de semnalul sonor
captat (6), simultan cu imaginea, ºi prelucratã pe o cale separatã (7).

Toate aceste operaþii, începând de la captarea imaginii ºi a sunetului pânã
la emiterea purtãtoarei modulate, sunt realizate în emiþãtorul TV (fig. 2.80, a).

Partea de receptor (fig. 2.80, b) realizeazã operaþiile inverse celor de la
emiþãtor, scopul fiind obþinerea unor semnale de strãlucire (imagine) ºi a unor
semnale sonore cât mai apropiate de cele iniþiale. Semnalul TV este recepþionat
(8), amplificat ºi demodulat (9), apoi semnalul video este prelucrat (10) ºi
aplicat traductorului electronooptic (tubul cinescop – 11), care reconstituie
imaginea. Semnalul audio prelucrat (12) este aplicat difuzorului (13), care-l
transformã în unde sonore, reconstituind astfel sunetul.

În condiþiile creºterii aglomeraþiei urbane, s-a impus necesitatea realizãrii
sistemului de captare ºi redistribuire a semnalelor TV pe cablu.

Sistemul de recepþie colectivã este ilustrat în figura 2.81.

Fig. 2.80

Lanþul transmisiei TV
(radiodifuzatã): a –

emiþãtorul; b – receptorul.

Fig. 2.81

Sistem de televiziune
transmisã prin cablu.

Domeniul FIF: > 41 MHz.
Domeniul UIF: > 470 MHz.

Gama SHF („supra înaltã
frecvenþã”): > 11,7 GHz
(transmisie via satelit).

a)

b)
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Semnalele de FIF, UIF sau SHF sunt amplificate pe fiecare canal în par-
te, etajele (1), (2) ºi (3) din figura 2.81. Semnalele sunt aplicate apoi unui sistem
de însumare ºi distribuire pe mai multe linii de distribuþie, care-l transferã mai
multor blocuri sau grupãri de locuinþe. La fiecare bloc sau grupare de locuinþe
existã un sistem de amplificare local, de bandã largã, de unde se distribuie
semnalul fiecãrui receptor în parte.

În cazul în care distanþele sunt mari, este necesar ca pe linia de distribuþie
sã se instaleze amplificatoare suplimentare pentru ridicarea nivelului pe parcurs.

Actualmente, pentru a se reduce cât mai mult atenuarea pe sistemul de
distribuþie, sunt folosite ca linii de transmisie fibrele optice, a cãror atenuare
este practic nesemnificativã (mai puþin de 1 dB/1 km).

Sistemul de distribuþie cu fibre optice asigurã o recepþie optimã oricãrui
receptor TV cuplat la instalaþie.

Sistemul presupune existenþa unui sistem unic de recepþie pentru un
cartier sau chiar un oraº.

Tubul cinescop color – Cromatronul cu trei tunuri electronice ºi grilã de
postfocalizare (fig. 2.82) – are ecranul luminescent, format din benzi alternative
verticale de luminofori, foarte fine, care emit luminã în culorile fundamentale:
roºu, verde ºi albastru. Tubul are trei tunuri electronice, dispuse în plan ori-
zontal, ale cãror fascicule de electroni sunt modulate în intensitate de cãtre
semnale video corespunzãtoare culorilor fundamentale. În apropierea ecranului
este dispusã o grilã de postfocalizare alcãtuitã din fire verticale, perfect întinse,
fiecare fir corespunzând unei triplete de benzi de luminofori. Între grilã ºi ecran
se aplicã o tensiune de postaccelerare, care focalizeazã fasciculele electronice
în planul ecranului. Ea asigurã în acelaºi timp ºi o deviaþie a fasciculelor, a cãror
traiectorie iniþialã nu este perpendicularã pe planul grilei, în aºa fel încât fiecare
fascicul sã cadã doar pe banda de luminofor care corespunde tunului elec-
tronic respectiv. Cinescopului i se asociazã ansamblul bobinelor de deflexie
ºi ansamblul de reglare a convergenþei, care compenseazã erorile provenite
din toleranþele de amplasare a tunurilor electronice. Cromatronul cu trei tunuri
mai poartã denumirea de trinitron, cinescop folosit de firma Sony.

Fig. 2.82

Tubul
cinescoptrinitron.
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2.3.5.3. Detecþia în infraroºu (termoviziunea)
Domeniul de infraroºu al undelor electromagnetice se situeazã între

domeniul radiaþiei vizibile (marginea dinspre roºu) ºi domeniul de microunde
al undelor radio. Domeniul de infraroºu este destul de larg, prin radiaþie în
infraroºu înþelegându-se orice radiaþie electromagneticã având lungimea de
undã cuprinsã în intervalul 0,75–100 µm. Domeniul de infraroºu se poate
împãrþi, la rândul sãu, în 3 subdomenii:

a) Infraroºu apropiat, corespunzând intervalului de lungime de undã
0,75–1,3 µm;

b) Infraroºu mijlociu, corespunzând intervalului de lungime de undã
1,3–3 µm;

c) Radiaþia termicã, pentru intervalul de lungime de undã 3–30 µm.
Radiaþia în infraroºu nu poate fi perceputã de cãtre ochiul uman, dar

poate fi detectatã ºi mãsuratã cu ajutorul a numeroase categorii de dispozitive
special construite în acest scop (fotomultiplicatoare, componente semiconduc-
toare speciale, camere CCD etc.). Teoretic, toate obiectele a cãror temperaturã
este mai mare de 0 K emit radiaþie în infraroºu. De exemplu, intensitatea radiaþiei
în infraroºu emisã de oameni prezintã un maxim în jurul valorii λ = 9,4 µm.

Se cunosc trei mecanisme de transmitere a cãldurii de la un obiect la
altul: conducþie, convecþie ºi radiaþie. În solide, cãldura se transmite, în prin-
cipal, prin conducþie, în timp ce în gaze sau în lichide, cãldura se transmite mai
ales prin convecþie. Transmisia cãldurii prin radiaþie poate avea loc în toate cele
trei medii. Senzaþia fiziologicã de cãldurã simþitã în apropierea unui obiect cald
se datoreazã în special radiaþiei în infraroºu emise de acesta. Pe baza acestui

principiu s-au dezvoltat sisteme de
vedere pe timp de noapte (termo-
viziune). Schema bloc a unui astfel
de dispozitiv este prezentatã în fig.
2.83. Funcþionarea unor asemenea
dispozitive se bazeazã pe capta-
rea ºi detecþia radiaþiei în infraroºu
emise de obiectele vizate.

O lentilã specialã formeazã
imaginea în infraroºu a obiectelor
aflate în câmpul obiectivului dis-
pozitivului de vedere pe timp de
noapte pe o matrice de elemente,
detectoare sensibile la radiaþia în
infraroºu (poate câteva mii de astfel
de elemente). Fiecare dintre acestea
furnizeazã la ieºire o tensiune elec-
tricã proporþionalã cu intensitatea
radiaþiei în infraroºu incidente.

Fig. 2.83 Sistem de vedere pe timp de
noapte – schema bloc.
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Distribuþia potenþialului electric, generat de aceastã matrice constituie o hartã
a distribuþiei temperaturii obiectelor vizate ºi poartã numele de termogramã.
Potenþialele elementelor detectoare, care constituie matricea respectivã, sunt
citite succesiv (scanate) de cãtre un circuit electronic special, informaþia astfel
obþinutã fiind procesatã ºi trimisã cãtre un monitor. De regulã, o astfel de
matrice este cititã complet în 1/30 s. Monitorul reproduce harta termicã a
mediului vizat sub forma unei imagini în spectrul vizibil. În aceastã imagine,
niveluri diferite ale intensitãþii radiaþiei infraroºii (deci ale temperaturii) inci-
dente sunt redate prin culori diferite. Dispozitivele obiºnuite pot realiza o hartã
termicã a obiectivelor vizate în intervalul (–20 – 2000) °C, putând detecta
variaþii de temperaturã de 0,2 °C. Dispozitive mai sofisticate, pentru care
senzorii de radiaþii în infraroºu sunt menþinuþi la temperaturã scãzutã, sub 0 °C
(detectoare criogenice), pot detecta variaþii de temperaturã de 0,1 °C la distanþe
mai mari de 300 m.

O altã clasã de sisteme de vedere pe timp de noapte se bazeazã pe
utilizarea tuburilor intensificatoare de imagine. Acestea sunt sisteme pasive,
care capteazã radiaþia din spectrul vizibil ºi infraroºu reflectatã de cãtre obiectele
vizate ºi o amplificã.

În timpul nopþii, radiaþia incidentã provine în special de la lumina produsã
de lunã ºi de stele. Intensificatoarele de imagine sunt dispozitive optoelec-
tronice speciale, al cãror principiu de funcþionare se aseamãnã, într-o anumitã
mãsurã, cu cel al fotomultiplicatoarelor.

Schema bloc a unui tub intensificator de imagine este prezentatã în fi-
gura 2.84. Un sistem de lentile focalizeazã radiaþia incidentã pe suprafaþa unui
fotocatod. Acesta emite electroni sub acþiunea fotonilor incidenþi. Electronii
emiºi de cãtre fotocatod sunt acceleraþi într-un câmp electric intens, fiind apoi
multiplicaþi cu un factor de ordinul miilor. Procesul de multiplicare are loc prin
intermediul unor electrozi speciali, denumiþi MCP (microchannel plate). Un
MCP constã dintr-un disc subþire de sticlã, în care s-au practicat milioane de
orificii microscopice (microcanale). Cele douã feþe ale discului de sticlã sunt
acoperite cu electrozi metalici. Întreg sistemul de electrozi este plasat în vid.

Fig. 2.84 Dispozitiv de vedere pe timp de noapte bazat pe tub intensificator de imagine.
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Fiecare microcanal acþioneazã ca un multiplicator de electroni: electronii emiºi
de cãtre fotocatod sunt acceleraþi de câmpul electric dintre cei doi electrozi.
La trecerea fiecãrui electron printr-un microcanal se genereazã alþi mii de
electroni, datoritã unui efect denumit emisie secundarã în cascadã. Electronul
iniþial se ciocneºte cu marginile microcanalului ºi excitã atomii acestuia, pro-
ducând alþi electroni. La rândul lor, aceºti electroni excitã alþi atomi, generând
alþi electroni º.a.m.d. La capãtul tubului intensificator de imagine, electronii
lovesc un ecran acoperit cu fosfor. Punctele în care electronii lovesc ecranul
de fosfor devin luminoase, luminozitatea acestora depinzând de intensitatea
fasciculului de electroni care loveºte acel punct. De notat cã electronii in-
cidenþi îºi menþin direcþia lor iniþialã în relaþia cu microcanalul prin care au
trecut, generându-se astfel pe ecran o imagine asemenea cu cea care ar fi fost
generatã de cãtre fotonii incidenþi, însã mult intensificatã. La impactul cu
electronii, fosforul emite o radiaþie luminoasã verde, de unde ºi nuanþa verzuie

a imaginilor obþinute cu aceastã clasã
de dispozitive de vedere pe timp de
noapte. În final, imaginea de pe ecranul
acoperit cu fosfor este mãritã ºi fo-
calizatã corespunzãtor, cu ajutorul
unui sistem de lentile ocular, pentru a
fi adaptatã la particularitãþile ochiului
uman.

În figura 2.85 este reprodusã
fotografia unui peisaj, realizat cu un
sistem de vedere pe timp de noapte.

Amplificarea realizatã de dis-
pozitivele de vedere pe timp de noapte

de ultimã generaþie, construite dupã acest principiu, poate atinge cifre de
ordinul a 30 000.

• Un aparat ºtiinþific folosit în multe domenii ºtiinþifice este spectrometrul
în infraroºu. Un astfel de spectometru a fost folosit într-o recentã descoperire
de senzaþie, publicatã în revistele ºtiinþifice:

„O stea luminoasã IRS46 – din constelaþia Ophiuchus –, situatã la circa
375 ani-luminã de Pãmânt, este o descoperire de senzaþie pentru ºtiinþã. Aparatele
de mãsurã în infraroºu ale telescopului spaþial Spitzer, ale agenþiei spaþiale
americane NASA, au depistat în jurul acestei stele un disc imens de praf care
se roteºte în jurul corpului celest. Discul este format din gaze, din care se
formeazã biomolecule de tipul ADN sau proteine. Acestea sunt componentele
vieþii din care sunt alcãtuiþi oamenii.”

2.3.5.4. Cuptorul cu microunde
Lucrând la o instalaþie radar, în anul 1946, inginerul englez Percy Spencer

a observat încãlzirea ºi înmuierea batonului de ciocolatã aflat în buzunarul
halatului. A doua zi, el a pus un ou lângã un tub electronic de microunde,

Fig. 2.85
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numit magnetron; oul a început sã trepideze, apoi a
explodat datoritã supraîncãlzirii.

Primele cuptoare cu microunde erau greoaie ºi
costisitoare ca preþ ºi ca randament. Astãzi aceste
cuptoare sunt aspectuoase, cu randament foarte bun
(70%) în comparaþie cu al cuptoarelor clasice ºi relativ
ieftine. Magnetronul genereazã microunde cu frecvenþa
de 2450 MHz (λ = 12,24 cm), puterea fiind de 700 W
la un consum de la reþea de 1000 W. Principiul de
funcþionare a cuptorului constã în oscilaþia molecu-
lelor de apã din alimente sub influenþa câmpului
electric al microundelor, ceea ce determinã încãl-
zirea alimentelor.

Cuptoarele cu microunde (fig. 2.86) sunt mai economice din douã motive:
– puterea absorbitã (1000 pânã la 1500 W) este inferioarã cuptoarelor

electrice clasice (2000–3000 W);
– timpul necesar pentru pregãtirea alimentelor este mult mai mic.
De exemplu: prepararea a 500 g de legume necesitã 10 minute folosind

cuptorul cu microunde, la un consum de 1000 W. Cu un cuptor electric de
2000 W, sunt necesare 45 minute. În concluzie, gãtitul la cuptorul cu micro-
unde este de nouã ori mai economic.

Conform normelor internaþionale, intensitatea microundelor în apro-
pierea cuptorului este sub norma de protecþie. Un telefon mobil are la emisie
o putere electromagneticã de 1 W la frecvenþa de 1800 MHz, ceea ce înseamnã
2 mW/cm2 la 5 cm distanþã de acesta; intensitatea radiaþiei în microunde, la
aceeaºi distanþã, în cazul cuptorului cu microunde, este de 1 mW/cm2.

Sistemul global de poziþionare
Una dintre cele mai recente dezvoltãri ale aplicaþiilor micoundelor fo-

losind sateliþi este Sistemul global de poziþionare GPS (Global Positioning
System). Unul dintre avantajele sistemului este acela cã are acoperire asupra
întregii planete, cu o precizie de circa 10 m.

Sistemul constã din 24 de sateliþi plasaþi pe o orbitã terestrã joasã. Aceºtia
transmit prin microunde ºi receptoarele de la sol capteazã transmisiile. Minimum
patru sateliþi sunt recepþionaþi simultan pentru a da o poziþionare corectã ºi, din
informaþiile primite, receptorul calculeazã longitudinea, latitudinea ºi altitudinea.

Fiecare satelit este menþinut pe o orbitã foarte precisã. La bord, satelitul
are un ceas atomic, iar informaþia de timp este inclusã în semnalul transmis
de fiecare satelit. Timpul necesar semnalului pentru a ajunge de la satelit la
receptor este proporþional cu lungimea drumului, care se poate calcula, întrucât
viteza de propagare este cunoscutã. Aceastã informaþie este folositã în calcule.

Metoda „diferenþialã” care stabileºte precis vectorul de stare (poziþie,
vitezã) constã în recepþionarea ºi prelucrarea semnalelor de navigaþie cu cel

Fig. 2.86



Oscilaþii ºi unde electromagnetice136

2

pag 136 – Magenta Black

puþin douã receptoare GPS. Unul este mobil, la utilizator, iar celãlalt este fix,
precis poziþionat (de exemplu, un punct al reþelei geodezice). Condiþia de
eliminare a erorilor este ca ambele receptoare sã lucreze cu aceiaºi patru sateliþi.

Astfel este posibilã afiºarea poziþiei utilizatorului GPS în timp real, pe
monitorul calculatorului.

Precizia metodei permite cele mai diverse aplicaþii:
• aviaþie ºi marinã;
• trasarea hãrþilor de cadastru, geologie, geografie etc;
• optimizarea traseelor pentru TIR-uri;
• sisteme de deplasare pentru automobile.
Mai nou, sistemul este folosit în telefonia mobilã, de aparatele G3 (un

mic univers digital la purtãtor).

Alte utilizãri ale sateliþilor
Sateliþii sunt folosiþi pentru o mulþime de alte scopuri. Ei pot avea ºi o

serie de sarcini de observare. Sateliþii pot arunca o „privire de vultur” de la
înãlþimi mari, asigurând imagini de ansamblu, mult mai bune, despre dezvol-
tarea ºi miºcarea formaþiunilor meteo.

Sateliþii pot analiza, prin teledetecþie în infraroºu, cele mai multe dintre
suprafeþele terestre, oferind informaþii despre starea recoltelor, a pãdurilor etc.

Ei pot detecta apariþia sau rãspândirea unor boli ale plantelor, într-un
mod care nu ar fi posibil prin alte mijloace. În cazul explorãrii geologice ei
pot sã detecteze rezerve minerale ºi petroliere vãzute din spaþiul extraterestru.

2.3.5.5. Radiolocaþia cu unde electromagnetice

Definiþie

Radiolocaþia cu unde electromagnetice înseamnã determinarea exis-
tenþei ºi a poziþiei unui obiect folosind un sistem emisie-recepþie bazat pe
caracteristicile undelor electromagnetice (vitezã de propagare constantã ºi
propagare în linie dreaptã).

Poziþia obiectului (þintei) este caracterizatã de elementele din figura

2.87, a. Distanþa pânã la obiect, r, se determinã din relaþia 
2

c
r

τ= , unde τ este

intervalul dupã care este recepþionatã unda reflectatã de obiect, iar c, viteza
de propagare a undei radio (decimetricã sau centimetricã).

Instalaþia de radiolocaþie se compune, în esenþã, dintr-un emiþãtor, un
receptor ºi un sistem de antene.

Pentru a se putea stabili coordonatele unghiulare ale poziþiei obiectului,
undele radio trebuie sã fie emise sub forma unor fascicule cât mai înguste.
Pentru aceasta, antena radiolocatorului se aºazã în focarul unei oglinzi me-
talice concave, care reflectã undele pe o singurã direcþie.
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Emiþãtorul radiolocatorului emite trenuri de unde, separate prin pauze,
adicã funcþioneazã în impulsuri. În timpul pauzelor de emisie, antena se cu-
pleazã cu receptorul prin intermediul unui dispozitiv numit duplexor ºi recep-
þioneazã undele reflectate. Intervalul de timp foarte scurt între emiterea sem-
nalului de explorare ºi recepþionarea lui se mãsoarã cu ajutorul unui oscilograf
catodic cu persistenþã mãritã a imaginii. Perioada bazei de timp este aceeaºi
cu cea a emiterii semnalului de explorare. Spotul luminos de pe ecran începe
sã se deplaseze în momentul emiterii semnalului de explorare. În acelaºi
moment, prin aplicarea unui impuls de tensiune pe plãcile de deflexie ver-
ticalã, apare în stânga ecranului un salt vertical al spotului (fig. 2.87, b). În
momentul recepþiei undei reflectate, pe linia de baleiaj apare un al doilea salt,
mai mic, situat la dreapta faþã de saltul de referinþã. Viteza de propagare a
undelor electromagnetice fiind constantã, iar viteza de explorare a liniei de
baleiaj cunoscutã, se poate determina distanþa pânã la obiectul care a reflectat
semnalul prin distanþa între salturile de pe linie. Pentru rapiditatea determinãrii
distanþelor, sub linia de baleiaj se aplicã o scalã gradatã direct în kilometri.

În radiolocaþie se folosesc unde radio de lungime de undã micã, deoarece
pot fi direcþionate uºor la emisie ºi sunt reflectate bine ºi de obiecte mici.
Oglinzile focalizatoare au diametre de ordinul metrului. Pentru reperarea
obiectelor în regiunea din jurul radiolocatorului, antena ºi oglinda radiolo-
catorului se rotesc în jurul unui ax vertical.

Avioanele ºi vapoarele au la bord radio-
locatoare, cu ajutorul cãrora se orienteazã
pe timp cu vizibilitate redusã (noapte, nori,
ceaþã etc.). Aeroporturile sunt, de asemenea,
prevãzute cu radiolocatoare, pentru a se
putea dirija decolarea ºi aterizarea avioa-
nelor în condiþii de trafic intens (fig. 2.88).

Cu ajutorul radiometeolocatoarelor
se poate determina dinamica norilor, ceea

Fig. 2.87

a – Instalaþia de radiolocaþie:
emiþãtor, duplexor, receptor ºi
antenã parabolicã emisie-re-

cepþie, cu directivitate
pronunþatã; b – Sistemul de

recepþie cuprinde ºi un
oscilograf electronic drept
indicator al existenþei ºi

poziþiei obiectului.

Fig. 2.88
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ce reprezintã o contribuþie însemnatã
pentru îmbunãtãþirea prognozei meteo-
rologice pe interval scurt.

Un capitol al radiolocaþiei ºi, în
acelaºi timp, al radioastronomiei, este
astronomia radar. Aceasta studiazã cor-
purile cereºti relativ apropiate de pla-
neta noastrã trimiþând spre ele radio-
unde ºi recepþionând radioecourile care
apar în urma reflexiei. Corpurile cereºti
studiate cu ajutorul rediolocaþiei sunt:
corpurile meteorice, sateliþii artificiali,
Luna, unele planete ale sistemului solar
etc. Astronomia radar a apãrut odatã cu

obþinerea radioecoului lunar, în 1946 (fig. 2.89). Cu ajutorul astronomiei ra-
dar s-a putut determina cu precizie perioada de rotaþie a planetelor Mercur
ºi Venus; de asemenea, a fost obþinutã harta „radar” a Lunii, a planetei Venus etc.

2.3.5.6. Radioastronomia
Aceastã ramurã a astronomiei studiazã obiectele cereºti mai ales cu

ajutorul radioundelor emise de acestea. A luat fiinþã în 1931 când, în urma
cercetãrilor iniþiale pentru stabilirea originii diferiþilor paraziþi radio, a fost
identificatã radiaþia radio a Cãii Lactee. În 1942 s-a descoperit radiaþia radio a
Soarelui, iar în 1946 a fost descoperitã prima radio-sursã cereascã.

• Planeta pe care ne aflãm primeºte din spaþiul extraterestru radiaþii
electromagnetice cuprinse într-un interval larg de frecvenþe.

În medie, 77% din energia radiaþiei electromagnetice solare interceptate
de sistemul Pãmânt-atmosferã se reflectã la nivelul superior al atmosferei, iar
o parte se absoarbe în atmosferã. La Pãmânt ajung numai radiaþiile din
domeniile numite „ferestrele” atmosferei (fig. 2.90): cele cu lungimile de undã

cuprinse între 400 ºi 750 nm
(radiaþiile vizibile sau optice –
fereastra opticã). Pentru 2, 3,
5, 10 ºi 22 mm, existã încã
cinci ferestre foarte înguste.
Radiaþiile herþiene cu lungimea
de undã cuprinsã între 1 cm ºi
30 m constituie fereastra her-
þianã (sau fereastra radio –
radiaþiile herþiene cu λ > 30 m
suferã reflexia pe ionosferã).

• Soarele emite un spectru
foarte larg de radiaþii (UV, IR,
vizibile, termice, X).

Fig. 2.89

Oscilograma primului
radioecou lunar (1946):
A – emisia semnalului;

B – recepþia radioecoului.

Fig. 2.90 Ferestrele de intrare a radiaþiei
primite de Pãmânt.
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• Radiaþia sincrotronã este emisã de electronii cu vitezã apropiatã de
cea a luminii; aceºtia descriu miºcãri în spiralã, în lungul liniilor de câmp ale
unor câmpuri magnetice foarte intense, existente în unele formaþii stelare.

• Electronii cu energii mari ºi foarte mari, care apar în unele formaþii
stelare ºi care sunt frânaþi în câmpul nucleelor întâlnite în substanþa ce compune
galaxiile, produc un alt tip de radiaþii, numite radiaþii de frânare.

• Quasarii sunt obiecte extragalactice care emit intens radiounde în
domeniul optic, de sute de ori mai intens decât galaxiile. Natura fizicã a
quasarilor este încã nelãmuritã. Natura ºi locul lor în evoluþia universului
constituie o problemã majorã a astrofizicii ºi a cosmologiei.

• Pulsarii sunt obiecte cereºti (galactice)
emiþãtoare de radiounde (între 50 ºi 103 MHz),
sub formã de impulsuri cuprinse între câteva
sutimi de secundã ºi câteva secunde (fig. 2.91).
Primul pulsar a fost descoperit în 1967. În
prezent se cunosc aproximativ 100 de pulsari.
În afarã de domeniul radioundelor, unii pulsari
emit ºi în domeniul optic, X ºi γ. Duratele
scurte ale pulsaþiilor pulsarilor indicã valori
mici ale razelor acestora, de câteva zeci de
kilometri; alminteri, pulsarii s-ar descompune
sub acþiunea forþelor centrifuge. Pulsarii sunt
stele neutronice, a cãror existenþã a fost
prezisã teoretic cu 30 de ani înaintea
descoperirii lor efective.

2.3.6. Interacþiunea câmpurilor electromagnetice cu sistemele vii

Mãrimile fizice care caracterizeazã câmpurile electromagnetice ºi în
funcþie de care acestea se clasificã sunt frecvenþa ºi lungimea de undã.

Astfel, putem vorbi de câmpuri electrice ºi câmpuri magnetice statice
(ν = 0), de joasã frecvenþã (ν < 300 Hz) sau de înaltã frecvenþã (radiofrecvenþã,
300 Hz < ν < 300 GHz), în care sunt incluse ºi microundele (300 MHz < ν <
< 300 GHz). Câmpurile de înaltã frecvenþã pot fi numite ºi radiaþii electro-
magnetice neionizante, deoarece nu determinã ionizarea substanþei.

Studiile privind interacþiunea câmpurilor electromagnetice cu sistemele
vii se realizeazã separat pentru câmpurile de joasã frecvenþã ºi pentru cele de
înaltã frecvenþã datoritã proprietãþilor diferite ale acestora, a mecanismelor de
interacþie ºi a efectelor pe care le determinã.

Datoritã dezvoltãrii tehnologice din societatea modernã, expunerea la
câmpuri a luat o amploare considerabilã.

Câteva exemple de surse de câmpuri:
– surse-câmpuri de joasã frecvenþã: linii de înaltã tensiune (50 Hz), staþii

de transformare, aparaturã electrocasnicã (50 Hz);

Fig. 2.91
Pulsarul din

nebuloasa Crab.
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– surse-câmpuri de înaltã frecvenþã: echipamente de comunicaþii (staþii
de bazã, antene radio-TV, telefoane mobile, telefoane fãrã fir etc.).

Au fost propuse mai multe mecanisme de interacþie, dar nici unul nu
explicã complet efectele interacþiunii câmpurilor de joasã frecvenþã cu orga-
nismul uman: curenþii electrici circulari induºi în organism, prezenþa magnetitei
(cristal feromagnetic), modelele de rezonanþã în frecvenþã, creºterea concen-
traþiei de radicali liberi (atomi sau grupãri de atomi care au un electron lipsã,
ceea ce îi face foarte reactivi din punct de vedere biochimic), ipoteza mela-
toninei (hormon oncostatic general).

Ceea ce se ºtie cu siguranþã este cã efectul interacþiei câmpurilor de joasã
frecvenþã cu sistemele vii este netermic, spre deosebire de câmpurile de radio-
frecvenþã la care efectul predominant este termic (încãlzirea þesutului expus).

În prezent, se considerã cã existã un posibil risc pentru starea de sãnãtate
în cazul copiilor care locuiesc în apropierea liniilor de înaltã tensiune. În
ansamblu, studiile epidemiologice nu au gãsit date care sã susþinã convingãtor
ipoteza conform cãreia existã un risc crescut de incidenþã a tumorilor ce-
rebrale, a leucemiei sau a altor cancere, în corelaþie cu folosirea telefoanelor
mobile sau a cuptoarelor cu microunde. Aceste studii nu se pot pronunþa însã
în privinþa riscului folosirii produselor menþionate.

Sintetizând literatura de specialitate, reiese cã cele mai multe surse
folosite deliberat nu emit radiaþii electromagnetice neionizate, din banda
microunde ºi radiofrecvenþã, peste limitele maxime admise de cãtre Normele
Generale de Protecþie a Muncii 2002.

• În ceea ce priveºte acþiunea terapeuticã a radiaþiilor electromagnetice,
menþionãm urmãtoarele proprietãþi ale acestora:

– radiaþia X, prin localizare, intensitate ºi timpi de expunere, corespun-
zãtor controlate, poate determina distrugerea tumorilor;

– acþiunea terapeuticã cea mai importantã o
au radiaþiile solare directe, motiv pentru care se re-
comandã, la modul moderat, bãile de soare, plaja
la munte ºi la mare;

– pe proprietatea de absorbþie diferitã a ra-
diaþiei Röntgen* (denumire datã dupã numele
descoperitorului) de cãtre substanþe se bazeazã utili-
zarea sa în radioscopie ºi radiografie. Obiectul a
cãrei radiografie trebuie fãcutã se aºazã între sursa
de radiaþie X ºi un ecran fluorescent sau o placã foto-
graficã. Radiaþiile ce trec prin obiect sunt absorbite
mai mult sau mai puþin de diferitele lui pãrþi ºi, ca
atare, impresioneazã diferit placa fotograficã. În fi-
gura 2.92 se reprezintã radiografia Röntgen a unei
labe de picior cu fracturã osoasã.

*Radiaþia Röntgen se numeºte ºi radiaþie X deoarece, timp de 15 ani de la descoperire, a pãrut
misterioasã prin efectele ei. Prin experienþele de difracþie a razelor X pe cristale (1912), Max
von Lane a elaborat teoria radiaþiei misterioase X, de unde ºi denumirea de X.

Fig. 2.92
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De ce un circuit oscilant deschis radiazã mai bine undele elec-
tromagnetice decât un circuit oscilant închis?

De ce se acordeazã antena la rezonanþã?

O antenã izolatã de pãmânt are o lungime totalã a firului de 20 m.
Sã se determine lungimea ei de undã ºi frecvenþa.

R: 40 m; 75 · 105 Hz.

Cum se poate mãri sau micºora lungimea de undã proprie a unei
antene?

Se poate alege un sistem de referinþã în care sã se manifeste numai
acþiunea câmpului electric creat de un fascicul electronic cu vitezã
constantã? Dar numai acþiunea câmpului magnetic?

R: Da. Sistemul de referinþã trebuie sã se miºte cu viteza
electronilor; nu.

a) O undã electromagneticã care se propagã în vid are ampli-
tudinea intensitãþii câmpului electric E

0
 = 3 · 10–2 V/m. Sã se calculeze

amplitudinea inducþiei câmpului magnetic 
0B
JJG

.

b) Sã se calculeze inducþia efectivã a câmpului magnetic a luminii
solare (v. cap. 2.3.2.1).

R: 10–10 T; 2,37 · 10–6 T.

Care este lungimea de undã a unei unde electromagnetice care se
propagã într-un mediu omogen ºi izotrop oarecare cu viteza v = 2 · 108 m/s,
dacã frecvenþa undei este ν = 1 MHz?

R: 200 m.

Prin aºezarea unei plãci metalice în faþa unui generator de unde
electromagnetice, se obþine o undã staþionarã. Distanþa dintre douã
noduri succesive este de 15 cm. Sã se calculeze frecvenþa de lucru a
generatorului.

R: 1 GHz.

Într-o bobinã, prin variaþia intensitãþii curentului cu 1 A în timp de
0,6 s, se induce o t.e.m. de 0,2 mV. Sã se calculeze lungimea de undã
proprie a circuitului oscilant care conþine aceastã bobinã ºi un con-
densator, C = 14,1 nF.

R: 2450 m.

1.

2.

Probleme propuse

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.



Oscilaþii ºi unde electromagnetice142

2

pag 142 – Magenta Black

Un condensator plan, cu aer între armãturi, are aria suprafeþei
plãcilor de 100 cm2. Condensatorul face parte dintr-un circuit oscilant
cu lungimea de undã proprie λ

1
 = 10 m. Dacã se leagã în serie cu bo-

bina din circuit o bobinã cu inductanþa 3 µH, lungimea de undã proprie
a circuitului devine λ

2
 = 20 m. Sã se determine distanþa dintre armãturile

condensatorului 0SC
d

ε =  
.

R: 3,14 · 10–3 m.

O antenã semiundã, izolatã de pãmânt, are o lungime de 20 cm.
a) Care este frecvenþa generatorului de oscilaþii cuplat inductiv cu an-
tena? b) Antena se introduce în apã. Cum trebuie modificatã lungimea
antenei pentru ca ea sã rãmânã acordatã pe frecvenþa de lucru a gene-
ratorului de oscilaþii electromagnetice?

R: 7,5 · 108 Hz; micºoratã de nouã ori.

Se considerã un conductor
de forma celui din figura 2.93. La
mijlocul O al uneia dintre laturile
verticale ale conductorului este co-
nectat un generator de oscilaþii elec-
tromagnetice. Lungimea conduc-
torului este astfel aleasã încât sã
aparã unde staþionare.

a) Unde vor fi situate ventrele intensitãþii curentului? b) Sã se arate
cã acest dispozitiv este echivalent cu o reþea de antene verticale care
radiazã sincron.

Un radiolocator emite trenuri de unde (impulsuri) cu durata unui
impuls de 10–6 s. Frecvenþa de repetiþie a impulsurilor este de 1000
impulsuri/s. Sã se determine distanþa minimã ºi distanþa maximã de
acþiune a radiolocatorului.

R: 150 m; 150 km.

Un radiolocator, care funcþioneazã pe lungimea de undã de 15 cm,
are o frecvenþã de repetiþie de 2000 impulsuri/s. Durata fiecãrui impuls
este 2 µs. Sã se calculeze:

a) distanþa maximã de acþiune a radiolocatorului;
b) câte oscilaþii conþine un tren de undã (impuls).

R: 75 km; 4000.

Fig. 2.93

10.

11.

12.

13.

14.
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Indicaþii pentru rezolvarea problemelor

2.1. 2. 50 Hz; 4. trec simultan; 7. maximã; 8. 
2

π− ; 10. cos
2
mU

W I T= ϕ ⋅ ;

11. Z
0
 pentru circuitul RLC serie; 

0

1

Z
 pentru circuitul paralel ideal RLC;

13. ϕ = arcsin CIL U

U

ω−
 = 30°; 1

2
sinr

S

P
= =

ϕ
; 14. 

0

1
62,83

2 cos
C

ZQ
= =

πν ϕ
 µF;

16. 2RU
I

R
= =  A. Din figura 2.35: 

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

( )

2
L b R b

b

L b b

U U I R R U U U
R

RIU U I R

= − + − − ⇒ =
= − 

 =

= 5 Ω, R
t
 = R + R

b
 = 10 Ω; 

2 2 2

15,91b bU I R
L

I

−
= =

ω
 mH; ϕ = arctg

t

L

R

ω
 = 26°32N43O;

17. a) UIcosϕ = ±UIsinϕ (pentru ϕ <
>  0) ⇒ tgϕ = ±1 ⇒ ϕ = ±1; 

1

tg 1
L

C
R

ω−
ωϕ = = ±

⇒ LCω2 ∓  RCω – 1 = 0; 2
1,2

796 Hz1
4

398 Hz2

L
R R

L C

  
ν = ± + + =  π  

;

0

1
563

2 LC
ν = =

π
 Hz. b) Pentru ν

2
 = 398 Hz → regim capacitiv (ϕ < 0); pentru

ν
1
 = 796 Hz → regim inductiv (ϕ > 0).

18. 
2 2

1

2 2
2

( ) (2 )

(2 )b

U IZ I R R L

U IZ I R L

 = = + + πν

 = = + πν

 ⇒ R = 5,06 Ω; 

2
2

1( )
U

R R
I

L

  − +  =
ω

 =

0,035 H. 1

1

10
U

I
R

= =  A.

19. a) U
R
 = Ucosϕ, dar U

R
 · I = P = 

2
RU

R
 ⇒ 2

RU  = PR. Atunci: U2cos2ϕ = P · R

⇒ 
2 2 2 2

3

cos 220 0,8

2 10

U
R

P

ϕ ⋅= =
⋅

 = 15,48 Ω.

b) tg
X

R
ϕ =  ⇒ X = Rtgϕ = 

21 cossin

cos cos
R R

− ϕϕ =
ϕ ϕ

; X = 
21 cos

11,85
cos

R
− ϕ

=
ϕ

 Ω.

c) tgϕ = rP

P
 ⇒ P

r
 = P · tgϕ = 

21 cossin

cos cos
P P

− ϕϕ⋅ =
ϕ ϕ

 ⇒ P
r
 = 1500 var.
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20. ϕ = –30°; U
b
 = U

C
 = U. 21. 0 2

1
5C

L
= =

ω
 µF; 

2max

0

2
C

U
U

C R
=

ω
 = 49395 V.

Acest exemplu numeric constituie un argument despre pericolul pe care îl
reprezintã supratensiunile în instalaþiile de curent alternativ.

22. a) 2 2( )R L CU U U U= + −  = 111,8 V; 
R

P
I

U
=  = 1,5 A; b) cos RU

U
ϕ =  = 0,894;

c) L
L

U
X

I
=  = 100 Ω. 23. tg

L

R

ωϕ = ; 
tgR

L
ϕ=

ω
 = 36,78 mH.

24. Din diagrama fazorialã a circuitului (fig. alã-

turatã) se obþine: 2tg 3LX

R
ϕ = =  ⇒ 3LX R= ;

tgϕ
1
 = 

1

2

R

Z
=  cu 

U
Z

I
= .

Rezultã: 
60

2 0,5 2

U
R

I
= =  = 84,85 Ω; X

L
 = 146,96 Ω.

25. a) 
750

cos 220 0,6

P
I

U
= =

ϕ ⋅
 = 5,68 A; 

2

P
R

I
=  = 23,25 A;

2 2 2
cos

R

R L
ϕ =

+ ω
; 

21 cos

cos

R
L

− ϕ
=

ω ϕ
 = 98,7 mH. b) Din formula lui Thomson

1

LC
ω =  se obþine expresia pentru capacitatea condensatorului la funcþio-

narea în condiþii de rezonanþã a circuitului (cosϕ
0
 = 1);

2 2

1 cos

1 cos
C

L R

ϕ= =
ω ω − ϕ

 = 102,8 µF; c) 
2U

P
R

=  = 2081,72 W.

26. Circuit RLC paralel în regim de rezonanþã.

28. a) P
max

 = RI2 = 2,5 W; b) 2

1
2,53rC

L
= =

ω  µF; c) P = Uicosϕ = UI
R
 = 

2U ZI
U

R R
= ,

P
max

 = RI2; P(C
1,2

) = max

1

2
P  ⇒ 2 2

1 2

Z R
=  ⇒ 

1

Lω
 – C

1,2
ω = ± R; 1,2

1 1
C R

L

 =  ω ω 
∓

⇒ C
1
 = 0,94 µF, C

2
 = 2,53 µF (regim capacitiv).

29. a) Din relaþiile de calcul al componentelor active,
respectiv reactive ale intensitãþilor curenþilor prin cele
douã laturi ale circuitului (fig. 2.43): I

LR
cosϕ = IcosϕN;

1CI  = I
LR

sinϕ – IsinϕN, se obþine, cu 
1CI  = UC

1
ω ºi P =

= UI
LR

cosϕ = UIcosϕN; 1 2
L

P
C

U
=

ω
(tgϕ – tgϕN) sau, în
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general: 
1,2 2

P
C

U
=

ω
(tgϕ ∓  tgϕN); 

1,2 2

40

220 314
C =

⋅
(1,33 ∓  0,33) = 

2,6 F

4,3 F

µ
 µ

.

Capacitatea C
1
 = 2,6 µF corespunde factorului de putere inductiv (cosϕN =

= 0,95), iar C
2
 = 4,3 µF, corespunde factorului de putere capacitiv.

b) 

22

2

cos
2,5

cos
LRl l

l l

P R I

P R I

 ϕ= = = ′ ′ϕ 
. Pierderea de putere pe linia de alimentare este

de 2,5 ori mai mare decât în cazul condensatorului legat în paralel cu tubul
fluorescent. Ameliorarea factorului de putere în scopul economisirii de energie
impune instalarea unor baterii de condensatoare la intrarea reþelei de ali-
mentare în halele industriale echipate cu maºini-unelte. Acestea sunt acþionate
de motoare caracterizate prin parametrii electrici R ºi L.
29. a) În regim inductiv: I

C
 = I

LR
sinϕ – INsinϕN; în regimul de funcþionare cu între-

rupãtorul K închis (fig. alãturatã): I
LR

 = I, ϕ
1
 = –ϕ ºi ca atare: 

1CI  = I(sinϕ + sinϕN).

Din: 
1 1 1 2 2

1 2 2 22 2 2

2 sin , ,

2
sin 0,197 F

C LR C LR

U
I I I UC I

R C

L L
C

R LR L

 = ϕ = ω = + ω
 ω ϕ = ⇒ = = µ
 + ω+ ω

.

b) Pentru 1
2 2

C
C =  (adicã 

2 1

1

2
C CI I

= 
 se obþine rezonanþa circuitului (ϕ

1
 = 0),

iar tgϕ
2
 = 2 2 2 22

2

C

LR

I UC
C R L

I U

ω= = ω + ω ; prin urmare: ϕ
2
 = ϕ = 7°6N39O.

Rãspunsurile pentru testul de evaluare: 1) b; 2) ω2LC > 1; ω2LC < 1; 3) 30°; 4) b;
5) b.

2.2. 4. a) 
d

d

i q
L

t C
− = ; ma = –ky; b) ν

p
 = 10–3ν

0
 ⇒ m = 106LCk = 1 kg. 5. 0

8

T
t = ;

0 2T LC= π  ⇒ t = 39,25 µs. 6. a) 02 L
Q

R

πν=  = 209,33; b) U
Cm

 = QE
m
 = 314 V.

7. a) Sistemul descris reprezintã un circuit oscilant, intensitatea curentului prin
el fiind de forma i = I

0
sinωt, (1), unde ω

0
 este pulsaþia proprie, iar I

0
 este am-

plitudinea.

0

1 2

2

LCC
L

ω = = . Pentru gãsirea expresiei amplitudinii I
0
 se recurge la principiul
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conservãrii energiei. Notând cu q
1
 sarcina condensatorului iniþial neîncãrcat

iar cu q
0
 – q

1
 sarcina celuilalt condensator, la un moment oarecare, conform prin-

cipiului conservãrii energiei: 
2 2 2 2
0 1 0 1( )

2 2 2 2

q Li q q q

C C C

−= + + ; 
2

1 0 1

2
( )i q q q

LC
= − , (2),

funcþie care prezintã un maxim pentru q
1
 = q

0
 – q

1
 sau 

0
1

2

q
q =  (întrucât suma

q
1
 + q

2
 = q

0
 este constantã, produsul q

1
q

2
 este maxim pentru q

1
 = q

2
 = 0

2
q 


;

max 0 0

1

2
i I q

LC
= = . Atunci: max 0 0

1

2
i I q

LC
= = . Rezultã pentru expresia (1):

0

1 2
sin

2
i q t

LC LC
= ⋅ ; introducând expresia obþinutã pentru i în (2), se obþin

relaþiile cerute: 
0

1 0(1 cos )
2

q
q t= + ω ; q

2
 = q

0
 – q

1
 = 

0

2
q

(1 – cosω
0
t).

b) În momentul iniþial, unul dintre resorturi este nedeformat, iar la trecerea prin
poziþia de echilibru ambele resorturi sunt identic deformate.

2.3. 8. 
2

d
λ= ; 

g

cλ =
ν

 ⇒ 910
2

g

c

d
ν = =  Hz. 10. 

2
0

2 2
2 1

4
3,14

c SL
d

′π ε= =
λ − λ

 mm.

11. a) 0

0 2
g

c c

l
ν = ν = =

λ
 = 7,5 · 108 Hz; b) 

0 2
g

r r

v c

l
ν = =

′ ′λ ε µ
, 

2 g

c
l =

ν
 ⇒

1 1

9r r

l

l

′
= =

ε µ
.

12. La mijlocul segmentelor. 13. 150
2

m

c
r t= ∆ =  m; 150

2 2
M

cT c
r = = =

ν
 km.

14. a) 75
2

M

c
r = =

ν
 km; b) T

c

λ= , 
6 8

3

2

2 10 3 10
4 10

15 10

t t c
n

T

−

−

∆ ∆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = = = ⋅
λ ⋅

.
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Introducere
Fenomenele propagãrii luminii pot fi descrise de teoria ondulatorie.
În fiecare punct al unei raze de luminã vibreazã câmpul electric ºi câmpul

magnetic, caracterizate de vectorii E
G

 (intensitate a câmpului electric) ºi B
JG

(inducþia magneticã), perpendiculari între ei ºi perpendiculari pe direcþia de
propagare. Undele luminoase sunt unde transversale.

Efectele luminoase sunt produse de componenta electricã a câmpului
electromagnetic. Interacþia componentei magnetice cu mediile materiale este
mult inferioarã celei electrice.

3.1. Dispersia luminii.(*) Interpretare electromagneticã

Viteza de propagare a luminii în medii cu indici de refracþie diferiþi este
diferitã.

Indicii de refracþie absoluþi pentru douã medii sunt:

1

1

c
n

v
=  ºi 2

2

c
n

v
= .

Indicele de refracþie relativ al mediului 2 faþã de mediul 1 este:

2 1

1 2

n v

n v
= . (3.1)

Dacã mediile nu sunt absorbante, la trecerea dintr-un mediu în altul
viteza se schimbã, dar frecvenþa rãmâne aceeaºi (deoarece nu se absoarbe
energie, care este direct proporþionalã cu pãtratul frecvenþei).

Prin urmare:
1

1

vλ =
ν

 ºi 2
2

vλ =
ν

.

Înlocuind vitezele în relaþia 3.1, se obþine:

2 1 1

1 2 2

n v

n v

λ= =
λ

.

Definiþie

Fenomenul de dependenþã a indicelui de refracþie de lungimea de undã
a luminii care trece prin mediul respectiv, n = f (λ), se numeºte dispersie.

Expresia:

2 1

1 2

n

n

λ=
λ

,

defineºte dispersia normalã – descreº-
terea monotonã a lui n cu creºterea lui λ
(fig. 3.1).Variaþia indicelui de refracþie

cu lungimea de undã în
cazul dispersiei normale.

Fig. 3.1
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Sunt însã ºi substanþe (de exemplu, vaporii de iod, fuxina, cianina) în care
odatã cu creºterea lungimii de undã creºte indicele de refracþie. În acest caz,
dispersia se numeºte anormalã (sau anomalã).

Fenomenul de dispersie – de descompunere spaþialã a unei radiaþii în
radiaþii monocromatice componente –, care se produce datoritã dependenþei
indicelui de refracþie de lungimea de undã, poate fi observat într-o prismã
opticã.

Dacã pe faþa prismei se trimite
un fascicul de luminã albã ºi fasciculul
emergent cade pe un ecran, se observã
o bandã luminoasã coloratã diferit, de
la roºu la violet. Prisma dã radiaþiei
violet o deviaþie maximã ºi radiaþiei
roºu o deviaþie minimã (fig. 3.2).

Exceptând nuanþele, se pot dis-
tinge 7 culori principale: roºu, porto-
caliu (oranj), galben, verde, albastru,
indigo ºi violet: culorile curcubeului.
(Curcubeul se produce prin efectele combinate ale refracþiei, reflexiei ºi dispersiei
luminii provenite de la Soare, de cãtre picãturile de ploaie).

Spectrul vizibil este format din aceste radiaþii monocromatice, ale cãror
lungimi de undã au valorile cuprinse în intervalul ~ 700 – ~ 400 nm:

R  O  G  V  A  I  V
λ

R
 ≈ 700 ………..……. λ

V
 ≈ 400 nm.

Fig. 3.2
Cele ºapte radiaþii

monocromatice rezultate prin
dispersia luminii albe.

Probleme rezolvate

1. Un fascicul incident cade pe o prismã sub un unghi de incidenþã i. Acest
fascicul conþine radiaþii de douã lungimi de undã diferite, λ

1
 ºi λ

2
 (λ

2
 > λ

1
).

Care este unghiul dintre cele douã raze refractate, în cazul dispersiei normale
ºi anomale?

Concluzie

Pentru acelaºi unghi de incidenþã a luminii albe pe faþa prismei, indicele
de refracþie al prismei crescând de la radiaþia roºu pânã la radiaþia violet,
radiaþiile monocromatice ies din prismã sub unghiuri diferite.

O radiaþie monocromaticã ce traverseazã o prismã este doar deviatã.
Ca mãsurã a deviaþiei unei prisme se ia unghiul de deviaþie al luminii

galbene, iar ca mãsurã a dispersiei, unghiul dintre radiaþiile extreme, roºu ºi
violet (fig. 3.2).

Cu cât este mai mare deviaþia, cu atât este mai mare dispersia.
Strãlucirea diamantului se datoreazã ºi dispersiei sale mari. S-au obþinut

însã cristale sintetice cu dispersia de 8 ori mai mare ca a diamantului.
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Rezolvare
Scriem legea refracþiei pe prima faþã a prismei, pentru radiaþiile cu cele

douã lungimi de undã diferite:
sini = n

1
sinr

1
;

sini = n
2
sinr

2
.

Împãrþind cele douã relaþii rezultã:

1 2

2 1

sin

sin

n r

n r
= .

În cazul dispersiei normale: 1 2

2 1

n

n

λ=
λ

.

Cum λ
2
 > λ

1
 ⇒ sinr

2
 > sinr

1
, deci r

2
 > r

1
 ⇒ ∆r = r

2
 – r

1
.

În cazul dispersiei anomale:

1 1 2

2 2 1

sin

sin

n r

n r

λ= =
λ

;

λ
2
 < λ

1
 ⇒ sinr

2
 < sinr

1
 ⇒ r

2
 < r

1
, deci ∆r = r

1
 – r

2
.

2. Cele douã feþe ale unei lentile biconvexe au razele de curburã R ºi
2R. Care este distanþa care separã focarul radiaþiei roºu de focarul radiaþiei
violet, cunoscând indicii de refracþie n

R
 ºi n

V
?

Rezolvare
d = f

R
 – f

V
.

Din formula lentilelor scrisã pentru cele douã radiaþii:
Pentru radiaþia roºu,

1 1 1 1
( 1) ( 1)

2 2
R R

R

n n
f R R R

 = − − = −  
 ⇒ 

2

1
R

R

R
f

n
=

−
.

Pentru radiaþia violet,

1 1 1 1
( 1) ( 1)

2 2
V V

V

n n
f R R R

 = − − = −  
 ⇒ 

2

1
V

V

R
f

n
=

−
.

Rezultã:

d = f
R
 – f

V
 = 2R

( 1)( 1)
v R

R V

n n

n n

−
− −

.

3.2. Interferenþa

Dacã douã sau mai multe unde luminoase se suprapun într-un punct din
spaþiu, se obþine o figurã de interferenþã formatã din franje luminoase (în care
intensitatea luminoasã rezultantã este maximã) separate prin franje întunecate
(puncte în care amplitudinea este minimã).
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Pentru a se obþine figura de interferenþã, pentru ca ea sã fie vizibilã ºi
staþionarã, trebuie ca undele sã provinã de la aceeaºi sursã, adicã undele sã
fie coerente. Fresnel completeazã principiul lui Huygens, care se referea la
faptul cã propagarea luminii este un proces ondulatoriu, cu noþiunile de coe-
renþã ºi interferenþã a undelor elementare.

Principiul Huygens-Fresnel

Excitaþia luminoasã într-un punct oarecare este rezultatul interferenþei
tuturor undelor elementare emise de o suprafaþã de undã.

Atenþie! Cu douã surse de luminã diferite nu se poate obþine o figurã de
interferenþã: undele emise de ele sunt incoerente.

Am mai precizat cã, din unda electromagneticã, ochiul este impresionat
de componenta electricã E

G
, adicã de intensitatea câmpului electric.

În cazul interferenþei într-un punct oarecare, componenta rezultantã
va fi:

1 2E E E= +
G JJG JJG

.
Rezultatul interferenþei se apreciazã dupã intensitatea luminoasã din

punctul respectiv.
Intensitatea luminoasã este energia ce trece prin unitatea de suprafaþã

perpendicularã pe direcþia de propagare a undei, în unitatea de timp ºi este
proporþionalã cu pãtratul amplitudinii vectorului luminos.

Pãtratul amplitudinii se obþine înmulþind scalar vectorul cu el însuºi:

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2E E E E E E E E E E E⋅ = + ⋅ + → = + + ⋅

G G JJG JJG JJG JJG JJG JJG
.

Condiþia ca douã unde sã dea o figurã de interferenþã este ca 1 2 0E E⋅ ≠
JJG JJG

,
adicã vectorii celor douã unde sã nu fie perpendiculari. Cum I ~ E 

2, asta mai
înseamnã cã I ≠ I

1
 + I

2
.

Sã vedem ce condiþii trebuie sã îndeplineascã diferenþa de fazã dintre
cele douã unde pentru maximele ºi minimele din figura de interferenþã. Compunem
douã unde secundare paralele, de aceeaºi frecvenþã (provin de la aceeaºi
sursã), ºi, pentru simplitate, vom considera cã au aceeaºi amplitudine E

0
. Ecuaþiile

celor douã unde secundare sunt:

1
1 0

2
sin

r
E E t

T c

π  = −  
 ºi 2

2 0

2
sin

r
E E t

T c

π  = −  
.

E = E
1
 + E

2
 = 1 2

0

2 2
sin sin

r r
E t t

T c T c

π π    − + −        
.

Vom folosi formula trigonometricã: sina + sinb = 2cos sin
2 2

a b a b− +
.
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Rezultã:

2 1 1 2
0

2 2
2 cos sin

2 2

r r r r
E E t

T c T c

− +π π  = ⋅ −  
.

Amplitudinea undei rezultante, A, este datã de relaþia:

02 cosA E r
π= ∆
λ

.

Intensitatea luminoasã este proporþionalã cu pãtratul amplitudinii:

I ~ A2 = 2 2
04 cosE r

π ∆
λ

.

Pentru maxim de interferenþã condiþia este:

2cos 1r r k
π π∆ = ⇒ ∆ = π
λ λ

 ⇒ ∆r = kλ.                 (3.2)

Deci, pentru maxim de interferenþã diferenþa de drum optic dintre cele
douã unde trebuie sã fie egalã cu un numãr întreg de lungimi de undã.

Definiþie

Produsul dintre drumul geometric parcurs de luminã în mediul în care
se propagã ºi indicele de refracþie al mediului respectiv se numeºte drum optic
al luminii în acel mediu.

Notând cu (δ) putem scrie: drumul optic

(δ) = i i
i

n∑ l

unde l
i
 este lungimea strãbãtutã de raza de luminã în mediul cu indicele de

refracþie n
i
.

În acest caz, am considerat cã unda se propagã în aer ºi diferenþa de
drum ∆r este egalã cu diferenþa dintre drumurile geometrice parcurse de unde.

Pentru minim de interferenþã:

2cos 0 (2 1)
2

r r k
π π π∆ = ⇒ ∆ = +
λ λ  ⇒ (2 1)

2
r k

λ∆ = + .             (3.3)

Regulã: Când diferenþa de drum dintre cele douã unde este un numãr
impar de λ/2, se va produce un minim de interferenþã.

Definiþie

Coerenþa este proprietatea undelor de a avea aceeaºi lungime de undã
ºi o diferenþã de fazã constantã în timp în punctul de suprapunere.

Fasciculele alcãtuite din unde coerente sunt fascicule coerente, iar
sursele de la care provin se numesc surse coerente. La suprapunerea undelor
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coerente ia naºtere fenomenul de interferenþã, vizualizat prin figura de
interferenþã.

Concluzie: pentru a observa figura de interferenþã, trebuie sã se realizeze
douã surse coerente. Aceste surse pot fi obþinute prin douã metode: prin divi-
zarea frontului de undã ºi prin divizarea amplitudinii.

A. Divizarea frontului de undã
Divizarea frontului de undã se poate realiza cu ajutorul diferitelor dispo-

zitive interferenþiale:
– un paravan opac, în care se practicã douã deschideri mici, dispuse

simetric faþã de piciorul perpendicularei coborâte din sursa iniþialã pe planul
ecranului (dispozitivul Young);

– formarea a douã imagini virtuale ale sursei (oglinzile Fresnel, biprisma
Fresnel);

– formarea a douã imagini reale ale sursei (bilentilele Billet);
– cele douã surse secundare sunt sursa ºi imaginea ei virtualã într-o

oglindã planã (oglinda Lloyd).
Interferenþa produsã de douã surse punctuale coerente este nelocalizatã,

nu depinde de poziþia ecranului pe care aceasta este observatã.

B. Divizarea amplitudinii
În cazul divizãrii amplitudinii sursele sunt întinse ºi, dacã razele sunt

paralele, figura de interferenþã este localizatã la infinit putând fi observatã cu
ajutorul unei lentile convergente în focarul cãrei se situeazã ecranul, sau cu
ochiul liber, acomodat pentru vedere la depãrtare (la infinit). În cazul peli-
culelor foarte subþiri (de ordinul micrometrilor), iluminate de o sursã înde-
pãrtatã întinsã, figura de interferenþã este localizatã pe suprafaþa peliculei.

Aceste figuri de interferenþã se obþin folosind lama cu feþe plan-paralele
ºi pana opticã.

3.3. Dispozitivul Young

În cazul dispozitivului interfe-
renþial Young condiþia de coerenþã se
realizeazã folosind lumina emisã de o
singurã sursã, separatã în douã fasci-
cule care trec prin douã fante înguste
simetrice, practicate într-un paravan
opac. Cele douã fascicule coerente par-
curg drumuri diferite, interferând într-
un punct P de pe ecran. Schema sim-
plificatã este redatã în figura 3.3.

Considerând dispozitivul amplasat
în aer, drumul optic δ coincide cu drumul
geometric.

Schema simplificatã a
dispozitivului Young.

Fig. 3.3
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Din figurã se observã cã:
2

1r  = D2 + (x – l/2)2

2
2r  = D2 + (x + l/2)2.

Deci:
2 2

2 1r r−  = 2xl ⇒ (r
2
 – r

1
)(r

2
 + r

1
) = 2xl.

Deoarece D este mare în comparaþie cu distanþa foarte micã l, r
1
 + r

2
 ≈ 2D.

Rezultã:

δ = r
2
 – r

1
 = 

x

D

l
. (3.4)

Figura de interferenþã are urmãtorul aspect: în punctul O se formeazã un
maxim central ºi, de o parte ºi de alta, simetric, se formeazã maxime ºi minime
(franje de interferenþã). Franjele sunt echidistante ºi intensitatea maximelor este
aceeaºi, indiferent de distanþa faþã de maximul central.

Pentru a gãsi distanþa de la maximul central la maximul de ordinul k, pe
care o notãm x

kM
, impunem condiþia de maxim pentru diferenþa de drum dintre

cele douã unde, datã de relaþia 3.2:

kM
kM

x k D
k x

D

λ= λ ⇒ =l

l
. (3.5)

Pentru a determina distanþa x
km

, de la maximul central la minimul de
ordinul k, impunem condiþia de minim datã de relaþia 3.3:

(2 1)
(2 1)

2 2
km

km

x k D
k x

D

λ + λ= + ⇒ =l

l
. (3.6)

Franja luminoasã centralã (k = 0) corespunde unei diferenþe de drum
egalã cu zero.

Definiþie

Distanþa dintre douã maxime sau minime consecutive se numeºte
interfranjã.

Interfranja se calculeazã uºor, din definiþia ei:

i = x
(k + 1)M

 – x
kM

 = 
( 1)k D k D D+ λ λ λ− =

l l l
sau

i = x
(k + 1)m

 – x
km

 = 
[ ]2( 1) 1 (2 1)

2 2

k D k D D+ + λ + λ λ− =
l l l

.

Deci:

D
i

λ=
l

. (3.7)

Întrucât interfranja nu depinde de x, înseamnã cã franjele sunt echidistante.
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Cu ajutorul relaþiei 3.7 se poate determina lungimea de undã a unei
radiaþii monocromatice, cunoscând distanþa de la paravanul cu fante la ecran,
D, distanþa dintre fante, l, ºi interfranja, i.

Toate maximele de interferenþã au aceeaºi intensitate luminoasã:

2 2
max maxcos cos

x
I I I

i

π= δ = π
λ , (3.8)

expresie care rezultã uºor din relaþiile 3.4 ºi 3.7.
Figura 3.4 ilustreazã intensitatea luminoasã, I, funcþie de distanþa faþã

de maximul central, x.

x 2
max cos

x
I I

i
= π

0 Imax

i Imax

i/2 0
i/4 Imax/2
i/3 Imax/4

I. Cazurile în care se modificã interfranja, fãrã deplasarea figurii de
interferenþã (fãrã deplasarea maximului central)

1. Spaþiul dintre paravan ºi ecran se umple cu o substanþã de indice de
refracþie n.

Întrucât interfranja este direct proporþionalã cu λ ºi lungimea de undã
depinde de indicele de refracþie al mediului, interfranja se va modifica.

În aer, interfranja este:

0
0

D
i

λ=
l

.

În mediul cu indicele de refracþie n, interfranja devine: 
D

i
λ=

l
.

Rezultã:

0 0

i

i

λ=
λ

.

În cazul dispersiei normale,

0n
λ=
λ

,

deci:

0

0

1 ii
i

i n n
= ⇒ = .

Concluzie: interfranja se micºoreazã.

Fig. 3.4 Maximele au aceeaºi
intensitate luminoasã.
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Pentru maximul central k = 0:

0 0
k D

x
λ= =
l

,

maximul central nu se deplaseazã.

2. Introducând o lamã de grosime g < D, paralelã cu ecranul ºi de di-
mensiuni egale cu a ecranului, distanþa dintre paravan ºi ecran devine:

DN = D – g(1 – 1/n).

Interfranja devine: 0
0

D
i i

′λ= <
l

.

De asemenea, maximul central nu se deplaseazã:

0 0
k D

x
′λ= =

l
,

deoarece k = 0.

3. Introducerea între paravan ºi ecran a N lame, de grosimi diferite g
1
,

g
2
, …, g

m
, de indici de refracþie diferiþi n

1
, n

2
, …, n

m
, micºoreazã interfranja.

Distanþa dintre planul fantelor ºi ecran este:
D = g

1
 + g

2
 + … + g

m
,

dacã se umple tot spaþiul dintre paravan ºi ecran.
În acest caz:

1 1 1 1

1
1

N N N N
m m

m m
m m m mm m m

g g
D D g D g

n n n= = = =

 ′ = − − = − + = 
 

∑ ∑ ∑ ∑ .

Interfranja este egalã cu:

0 0 1 2

1 2

N

N

D g g g
i

n n n

′  λ λ= = + + + 
 

…
l l

.

II. Cazurile în care nu se modificã interfranja, dar se deplaseazã figu-
ra de interferenþã (se deplaseazã maximul central)

1. Sursa de luminã se deplaseazã
în sus sau în jos. Interfranja nu se mo-
dificã, dar maximul de ordin zero se de-
plaseazã în sens invers deplasãrii sursei.

Aºa cum se observã ºi în figura
3.5, deplasarea sursei introduce o dife-
renþã de drum ºi înainte de paravanul
cu fante.

Raþionând în acelaºi mod ca în
cazul dispozitivului Young, vom deter-
mina diferenþa de drum optic dintre cele
douã raze.

Fig. 3.5 Deplasarea figurii de
interferenþã.
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Din figurã se vede cã diferenþa de drum optic este:
δ = (SNS

2
 + S

2
P) – (SNS

1
 + S

1
P) = (SNS

2
 – SNS

1
) + (S

2
P – S

1
P),

adicã:
δ = δ

1
 + δ

2
.

SN 2
1S  = d

 
2 + (l/2 – y)2 = d

 
2 + l

 
2/4 + y2 – ly.

SN 2
2S  = d

 
2 + (l/2 – y)2 = d

 
2 + l

 
2/4 + y2 + ly.

SN 2
2S  – SN 2

1S  = 2ly ⇒ δ
1
 = 1

y
n

d

l
.

În acelaºi mod:

(S
2
P – S

1
P) = 2

x
n

D

l
.

Deci: 1 2n y n x

d D
δ = +l l

.

Pentru maximul central: δ = 0. Rezultã:

1 2

y x
n n

d D
= −l l

,

deci, maximul central se deplaseazã în jos cu:

1
0

2

Dyn
x

dn
= − . (3.9)

2. Dacã fasciculul cade pe para-
vanul cu fante sub un unghi α faþã de
distanþa dintre sursã ºi paravan (fig. 3.6),
atunci:

δ = δ
1
 – δ

2
; δ

1
 = n

1
l sinα; δ

2
 = 2

x
n

D

l
.

Din condiþia maximului central:
δ = 0

obþinem distanþa cu care se deplaseazã în
jos maximul de ordin zero:

1
0

2

sin
n

x D
n

= α .      (3.10)

3. Introducerea unei lame cu feþe plan-paralele, de grosime g ºi indice
de refracþie n, perpendicular pe drumul unei raze, determinã deplasarea ma-
ximului central cu ∆x spre raza în drumul cãreia s-a introdus lama. Drumul
optic al razei respective este mãrit cu g(n – 1), în care g este grosimea lamei
ºi n – indicele de refracþie al acesteia (fig. 3.7).

Razele cad sub un
unghi α.

Fig. 3.6
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δ = (S
2
P) – (S

1
P); (S

2
P) = r

2
 · 1;

(S
1
P) = r

1
 – g + ng = r

1
 – g(n – 1),

deci:
δ = r

2
 – r

1
 – g(n – 1).

Din relaþia 3.4, rezultã cã:

r
2
 – r

1
 = 

x

D

l
,

deci: ( 1)
x

g n
D

δ = − −l
.

Pentru condiþia de maxim:
x

D

l
 – g(n – 1) = kλ,

de unde rezultã cã distanþa de la maximul central la maximul de ordinul k, în
prezenþa lamei, este:

( 1)
k

k D gD n
x

λ −= +
l l

.

În absenþa lamei 0k

k D
x

λ=
l

 (v. rel. 3.5).

Deplasarea este:

∆x = x
k
 – x

k0
 = 

( 1)gD n −
l

.

Din definiþia interfranjei obþinem:
D i=

λl
,

deci expresia pentru deplasarea figurii de interferenþã poate fi scrisã sub
forma:

( 1) ( 1)gD n gi n
x

− −∆ = =
λl

. (3.11)

Dacã pe ecran cad douã radiaþii de lungimi de undã λ
1
 ºi λ

2
 (presupunem

cã λ
2
 > λ

1
), în centrul ecranului se observã maximul de ordin zero pentru

ambele radiaþii. Maximele de ordine superioare se aºazã simetric faþã de ma-
ximul central, fiind posibile urmãtoarele situaþii:

– Suprapunere maxim-maxim: maximul de ordin k
1
 al radiaþiei lungimea

de undã λ
1
 se suprapune peste maximul de ordinul k

2
 al radiaþiei cu lungimea

de undã λ
2
, adicã:

1 1 1 2

1 1 2 2
k M k M

k D k D
x xλ λ

λ λ= ⇒ =
l l

,

sau:
k

1
λ

1
 = k

2
λ

2
. (3.12)

Introducerea unei lame cu
feþe plan-paralele în drumul

razelor care interferã.
Fig. 3.7
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Dacã, de exemplu, λ
1
 = 5500 C ºi λ

2
 = 6000 C, din relaþia 3.12 rezultã:

1

2

12

11

k

k
= ,

adicã maximul de ordinul k
1
 = 12 al radiaþiei cu lungimea de undã λ

1
 se supra-

pune peste maximul de ordin k
2
 = 11 al radiaþiei cu lungimea de undã λ

2
.

– Suprapunere minim-minim:

1 1 2 2k m k mx xλ λ= .
Conform relaþiei 3.6:

1 1 2 2(2 1) (2 1)

2 2

k D k D+ λ + λ=
l l

,

de unde rezultã:
(2k

1
 + 1)λ

1
 = (2k

2
 + 1)λ

2
. (3.13)

– Suprapunere minim-maxim, pentru care:

1 1 2 2k m k Mx xλ λ=
adicã:

1 1 2 2 1 1
2 2

(2 1) (2 1)

2 2

k D k D k
k

+ λ λ + λ= ⇒ = λ
l l

.

În cazul iluminãrii cu luminã albã, în centrul ecranului se formeazã albul
de ordin zero. Simetric faþã de el se formeazã maximele corespunzãtoare lun-
gimilor de undã ce compun lumina albã.

Întrucât λ
V
 < λ

R
, rezultã din relaþia 3.7 cã i

V
 < i

R
.

În figura de interferenþã, singurele spectre distincte sunt cele de ordinul
k = 1. Pe mãsurã ce ordinul de interferenþã k creºte, spectrele se lãþesc ºi la
distanþã mare de centrul ecranului suprapunerea spectrelor poate da naºtere
aºa-numitului alb de ordin superior.

Probleme propuse

Un dispozitiv Young are distanþa dintre fante l = 0,5 mm ºi distanþa
dintre planul fantelor ºi ecranul pe care se observã figura de interferenþã
D = 1,2 m. Dacã lungimea de undã a luminii monocromatice utilizate
este în aer λ

0
 = 500 nm, sã se calculeze valoarea interfranjei.

Care va fi valoarea interfranjei, dacã întregul dispozitiv se scufundã
în apã? (n

apã
 = 4/3).

R: i
0
 = 1,2 · 10–3 m; i = 0,9 · 10–3 m.

Un dispozitiv Young este iluminat cu luminã monocromaticã.
Cunoscând cã distanþa dintre fante este 1 mm ºi ecranul este situat la

1.

2.
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3 m de fante, sã se determine lungimea de undã a radiaþiei utilizate,
dacã o celulã fotoelectricã – având catod foarte fin –, care se deplaseazã
în planul de observaþie, indicã intensificãri periodice ale fotocurentului
pentru poziþii distanþate cu 1 mm.

R: 333 nm.

Lungimea de undã a radiaþiei cu care este iluminat un dispozitiv
Young este λ = 680 nm. Distanþa dintre fante este l = 2 mm.

Dacã iniþial ecranul se aflã la distanþa D = 1 m de fante, la ce
distanþã trebuie sã fie deplasat pentru ca în poziþia maximului de or-
dinul întâi sã se gãseascã maximul de ordinul doi?

R: 0,5 m.

Un dispozitiv interferenþial este format dintr-o sursã punctiformã
monocromaticã, având lungimea de undã λ, un paravan în care sunt
practicate douã fante la distanþa l, o lentilã convergentã cu distanþa
focalã f  ºi un ecran situat în planul focal.

Sã se exprime mãrimea interfranjei în funcþie de mãrimile
cunoscute.

R: i = λf /l.

Douã surse, situate într-un plan paralel cu un ecran ºi la distanþa
D de acesta, emit unde coerente, cu lungimea de undã λ, defazate cu
∆ϕ. Distanþa dintre surse este l.

Cu ce diferenþã de dum ajung razele într-un punct de pe ecran
aflat pe axa de simetrie a sistemului?

R: 
2

λ∆ϕδ =
π

.

Un dispozitiv Young utilizeazã o radiaþie monocromaticã. Sã se
determine raportul dintre intensitatea luminoasã a punctelor de pe
ecran corespunzãtoare unui maxim, ºi respectiv, a unui punct situat la
o treime din distanþa dintre maxim ºi minimul urmãtor.

R: 4/3.

Un dispozitiv Young este iluminat cu o radiaþie monocromaticã.
Care este raportul dintre intensitatea luminoasã în punctele de pe ecran
corespunzãtoare maximelor luminoase ºi intensitatea în punctele de
pe ecran aflate la o distanþã de aceste maxime egalã cu a treia parte
din interfranjã?

R: 4.

O radiaþie monocromaticã (λ = 550 nm) lumineazã un sistem de
douã fante, una dintre ele fiind acoperitã cu un strat de micã (n = 1,58),

4.

5.

6.

7.

8.

3.
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pe care fasciculul cade perpendicular. În punctul central de pe ecran
se gãseºte a ºaptea franjã luminoasã. Sã se determine grosimea stratului
de micã.

R: 6,6 µm.

Diferenþa drumurilor optice a douã unde luminoase de aceeaºi
lungime de undã, λ = 5000 C, care se întâlnesc într-un punct, este
δ = 2,5 · 10–6 m. Ce se observã în locul întâlnirii?

R: un maxim de ordinul 5.

În drumul uneia dintre razele care interferã se introduce o lamã
transparentã de grosime g = 10–5 m ºi indice de refracþie n = 1,5. Cele
douã surse coerente sunt fantele practicate în paravanul dintr-un dis-
pozitiv Young, depãrtate cu l = 3,3 mm, paravanul gãsindu-se la distanþa
D = 3 m de ecran. Sã se calculeze cu cât se deplaseazã figura de in-
terferenþã.

R: 4,5 mm.

Un tub transparent, de lungime L, umplut cu clor, se introduce
în drumul uneia dintre razele care interferã într-un dispozitiv Young.
Radiaþia monocromaticã are lungimea de undã λ. Stiind cã introdu-
cerea tubului deplaseazã sistemul de franje cu N interfranje, sã se ex-
prime indicele de refracþie al clorului în funcþie de mãrimile cunoscute.

R: 1
N

n
L

λ= + .

Se lumineazã cele douã fante ale unui dispozitiv Young simultan
cu douã radiaþii monocromatice. Lungimea de undã a uneia dintre
radiaþii este egalã cu 6000 C. Sã se determine lungimea de undã a celei
de-a doua radiaþii, dacã maximul de ordinul 3 al acesteia coincide cu
maximul de ordinul 2 al primei radiaþii. Sã se precizeze în ce parte a
spectrului se aflã.

R: 4000 C (violet).

9.

10.

3.3.1. Alte dispozitive interferenþiale*

Pentru obþinerea a douã surse coerente prin metoda divizãrii frontului de
undã, mai cunoaºtem ºi alte dispozitive interferenþiale pe lângã dispozitivul Young.

1. Oglinzile Fresnel

11.

12.

Dispozitivul interferenþial numit „Oglinzile Fresnel” este un sistem
format din douã oglinzi plane, unghiul format de ele fiind foarte mare, aproape
de 180°. Ele dau douã imagini virtuale ale izvorului punctiform S (sau ale unei
fante iluminate, paralele cu muchia comunã a oglinzilor).

Construcþia dispozitivului



Optica ondulatorie162

3

pag 162 – Magenta Black

Din figura 3.8, rezultã:

tg 2
2

y
D y D= α ⇒ ≈ α ,

( ) ( )

2

D r D r
i

r

λ + λ += =
αl

,

întrucât l = 2αr (din geometria figurii).
Numãrul de franje este:

y
N

i
= .

2. Bilentilele Billet

Oglinzile Fresnel.Fig. 3.8

Dispozitivul interferenþial format din cele douã jumãtãþi ale unei lentile,
puþin înclinate una faþã de alta, care dau douã imagini reale ale unei surse S
(fig. 3.9, a) poartã numele de bilentile Billet.

Schematic, dispozitivul este
redat de figura 3.9, b.

Conform definiþiei interfran-
jei, cunoscute de la dispozitivul
Young, în care cele douã fante
sunt imaginile reale ale sursei S,
valoarea interfranjei se calcu-
leazã cu relaþia:

D
i

λ=
l

,

unde l este distanþa dintre cele
douã imagini reale ale sursei. S-a
notat cu a distanþa dintre cele
douã jumãtãþi ale lentilei.

Din asemãnarea celor douã triunghiuri A
1
A

2
S ºi S

1
S

2
S, rezultã:

1 2

1

x x

a x

− +=
−

l
.

3. Oglinda Lloyd
O oglindã planã AB, aºezatã ca în figura 3.10, formeazã imaginea vir-

tualã SN a sursei S.
Cele douã surse coerente sunt sursa ºi imaginea ei virtualã. Într-un punct

P de pe ecran interferã unda SP care vine direct de la sursã cu cea reflectatã

Bilentilele Billet.Fig. 3.9

Construcþia dispozitivului
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de oglindã, care poate fi consideratã
cã vine de la sursa virtualã, deci SNP.
Datoritã reflexiei pe oglindã, între cele
douã raze care interferã existã o dife-
renþã de drum de λ/2, ce introduce
o diferenþã de fazã de π. Deci, cu
oglinda lui Lloyd, franja centralã este
o franjã de minim.

Dacã sursa S se aflã la distanþa h de oglindã, distanþa dintre sursele co-
erente este 2h ºi interfranja este datã de relaþia:

2

D
i

h

λ= .

4. Biprisma Fresnel

Oglinda Lloyd.Fig. 3.10

Biprisma Fresnel este dispozitivul interferenþial alcãtuit din douã prisme
identice cu secþiunea în formã de triunghi dreptunghic, de unghi refringent mic
A ºi indice de refracþie n, cu bazele comune.

În realitate ele formeazã o singurã
prismã opticã având forma din figura
3.11.

Biprisma formeazã douã ima-
gini virtuale S

1
 ºi S

2
 ale sursei S, care

constituie cele douã surse secundare
coerente.

Ca ºi în cazul dispozitivului
Young, interfranja va avea expresia:

( )d D
i

λ +=
l

.

Pentru a gãsi expresia lui l, corespunzãtoare acestui dispozitiv, vom folosi
formulele prismei þinând cont cã unghiul A ºi δ sunt foarte mici ºi sinusul,
cosinusul sau tangenta acestor unghiuri pot fi aproximate cu unghiurile ex-
primate în radiani.

Din figurã se observã cã l �  dδ.
δ este unghiul de deviaþie dintre direcþia razei emergente ºi direcþia razei

incidente ºi este egal cu:
δ = i + iN – A.

De asemenea: sin i = nsinr → i = nr;
siniN = nsinr N → iN = nr N;

în concluzie:
δ = n(r + r N) – A = A(n – 1).

Biprisma Fresnel.Fig. 3.11

Construcþia dispozitivului
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Rezultã, pentru expresia interfranjei date de biprisma Fresnel:

( )

( 1)

d D
i

dA n

λ +=
− .

Probleme propuse

1.

2.

Planele celor douã oglinzi dintr-un dispozitiv Fresnel fac un unghi
α = 0,001 rad. La distanþa r = 60 cm de muchia comunã a celor douã
oglinzi se aflã o sursã punctiformã. Ecranul pe care se observã franjele
de interferenþã se aflã la distanþa D = 2,4 m de intersecþia celor douã
oglinzi. Care este lungimea de undã a luminii utilizate, dacã pe distanþa
y = 12 mm sunt repartizate N = 10 franje?

R: 0,48 µm.

Sã se calculeze distanþa dintre cele douã imagini reale, formate
de bilentilele Billet având distanþa focalã f = 0,5 m. Distanþa dintre cele
douã jumãtãþi ale lentilei este a = 10–3 m, iar sursa S este aºezatã la
distanþa x

1
 = –1 m faþã de ele.

R: 2 mm.

Sã se calculeze valoarea interfranjei din figura de interferenþã datã
de biprisma Fresnel. Se cunosc λ = 589 nm, D = 10 m, d = 1 m, unghiul
refringent al prismei A = 0,0175 rad ºi indicele de refracþie al prismei
n = 1,5.

R: 0,74 mm.

3.4. Interferenþa localizatã. Aplicaþii

Interferenþa localizatã este interferenþa undelor unor surse coerente ob-
þinute prin divizarea amplitudinii.

1. Lama cu feþe plan-paralele
Dacã lumina cade pe o lamã subþire, trans-

parentã, fasciculele reflectate pe faþa superioarã
ºi inferioarã vor da, prin interferenþã, un sistem de
franje localizate.

Vom considera cã lama este mai refringentã
decât mediul în care se aflã. Dacã lama este am-
plasatã în aer, indicele de refracþie al lamei este
n > 1.

3.

Interferenþa în luminã
reflectatã.

Fig. 3.12
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Diferenþa de drum optic dintre cele douã raze care interferã (interferenþã
în luminã reflectatã, fig. 3.12) este:

δ = n(AB + BC) – (AD – λ/2)
(Dupã cum ºtim, reflexia pe o suprafaþã mai refringentã are loc cu o

pierdere de semiundã).
Pe figurã se observã cã:

AB = BC = 
cos

d

r
 ⇒ AB + BC = 

2

cos

d

r
;

AC = 2d · tgr; AD = AC sini = 2d · tgr · sini.
Rezultã pentru δ:

2 sin
2 sin

cos cos 2

nd r
d i

r r

λδ = − + .

Întrucât:

2sin 2
(1 sin )

sin cos 2

i nd
n r

r r

λ= ⇒ δ = − + .

Deci, diferenþa de drum optic la interferenþa în luminã reflectatã, într-o
lamã cu feþe plan-paralele este:

δ = 2ndcosr + 
2

λ
. (3.14)

În cazul incidenþei normale (i = 0), r = 0 ºi cosr = 1:

δ = 2nd + 
2

λ
. (3.15)

Probleme propuse

1. Sã se arate cã, în cazul în care lama este mai puþin refringentã
decât mediul în care se aflã, pierderea de semiundã se face pe cea de-a
doua faþã ºi:

       δ = 2ndcosr – 
2

λ
.          (3.16)

2. Sã se arate cã diferenþa de drum, la
interferenþa prin luminã transmisã (fig. 3.13),
este:

           δ = 2nd · cosr,          (3.17)
în cazul în care lama este mai refringentã
decât mediul în care se aflã, de exemplu,
când acesta este aerul cu indicele de refracþie
egal cu 1.

1.

2.

Interferenþa în
luminã transmisã.

Fig. 3.13
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2. Pana opticã
Pana opticã este o lamã de grosime

neuniformã.
Diferenþa de drum depinde de grosimea

lamei în punctul de incidenþã.
Cele douã suprafeþe ce delimiteazã lama

subþire fac un unghi α între ele (fig. 3.14).
Dacã fasciculul incident este perpendi-

cular pe panã, planul de localizare al fran-
jelor se va afla pe suprafaþa inferioarã a lamei.

Fie d
k
 grosimea penei pentru care se obþine un maxim de ordin k. În acest

caz, din relaþia 3.15, se obþine:

2nd
k
 + 

2

λ
 = kλ,

iar pentru maximul urmãtor:

2nd
k + 1

 + 
2

λ
 = (k + 1)λ; d

k + 1
 – d

k
 = 

2n

λ
.

Din figurã rezultã cã:
d

k + 1
 – d

k
 = itgα �  iα (pentru unghiuri mici ale penei).

Deci:

2
i

n

λα =  ⇒ 
2

i
n

λ=
α . (3.18)

Poziþia planului figurii de interferenþã depinde de unghiul de incidenþã
al fasciculului pe panã.

În cazul în care incidenþa nu este
normalã, figura de interferenþã se formeazã
în planul OP (fig. 3.15).

Determinarea interfranjei
la o figurã de interferenþã

datã de o panã opticã.
Fig. 3.14

O suprafaþã care nu este perfect planã va
prezenta un sistem de franje neregulate, la dis-
tanþa λ/2 una de alta (fig. 3.16).

Din forma figurii de interferenþã, se pot apre-
cia abateri de la planeitate de ordinul a 0,03 µ,
fapt folosit la verificarea ºlefuirii sticlelor optice.

Incidenþa nu este
normalã.

Deformarea franjelor
de egalã grosime,

datoratã abaterilor de
la planeitate.

Fig. 3.15

Fig. 3.16
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3. Inelele lui Newton
În cadrul dispozitivelor care dau figuri

de interferenþã localizate vom mai studia, pe
lângã lama cu feþe plan-paralele ºi pana
opticã, un dispozitiv care dã o figurã de in-
terferenþã localizatã sub forma unor inele
concentrice, alternativ luminoase ºi întunecate,
cunoscutã sub numele de inelele lui Newton
(fig. 3.17)

Dispozitivul cu care se obþine aceastã
figurã de interferenþã este format dintr-o su-
prafaþã planã reflectãtoare, deasupra cãreia
se aºazã o lentilã plan-convexã cu raza de
curburã mare R (fig. 3.18).

Între lentilã ºi suport se realizeazã
o panã de aer a cãrei pantã este continuu
crescãtoare, începând din punctul de
contact O dintre suprafaþa sfericã ºi cea
planã.

Starea de interferenþã prin reflexie
în punctul B depinde de grosimea penei,
d

k
, în acel punct:

δ = 2nd
k
cosr – λ/2.

Fiind panã de aer (n = 1) ºi la in-
cidenþã normalã,

δ = 2d
k
 – λ/2.

În punctul B se va obþine maxim
de interferenþã dacã 2d

k
 – λ/2 = kλ ºi

minim de interferenþã dacã:

2d
k
 – 

2

λ
 = (2k + 1)

2

λ
.

În punctul de contact O, d = 0 ºi rezultã o diferenþã de drum de λ/2; prin
urmare, franja centralã este un minim.

Dacã suportul este o lamã transparentã, maximul central în luminã transmisã
este luminos, deoarece:

δ = 2nd
k
, pentru n = 1, d

k
 = 0 → δ = 0.

În triunghiul ACI din figura 3.18 se observã cã:

(R – d
k
)2 + 2

kr  = R2.

Se obþine: 2
kr  = d

k
(2R – d

k
) �  2Rd

k
, þinând seama de faptul cã d

k
 << R.

Pentru a obþine expresia razei inelului luminos de ordin k, impunem
condiþia de maxim.

Inelele lui Newton.Fig. 3.17

Dispozitivul pentru
formarea inelelor lui

Newton.
Fig. 3.18
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Din relaþia de mai sus s-a obþinut cã:
2

2
k

k

r
d

R
= .

Înlocuind în condiþia de maxim:
2

2
kr k
R

λ− = λ ,

se obþine pentru raza inelului luminos de ordin k, r
kl
:

r
kl
 

(2 1)

2

k R+ λ= , (3.19)

unde: k = 0, 1, 2, …
În acelaºi mod, impunând condiþia pentru minim:

2

(2 1)
2 2

kr k
R

λ λ− = + ,

rezultã pentru inelul întunecat de ordin k, r
kî
:

( 1)kîr k R= + λ , (3.20)

unde: k = 0, 1, 2, …

Probleme rezolvate

1. O peliculã subþire, transparentã, de grosime d = 0,5 µm, cu indicele
de refracþie n = 1,5, este iluminatã cu luminã albã, lungimile de undã extreme
fiind λ

m
 = 380 nm ºi λ

M
 = 760 nm. Ce culoare va avea pelicula când este privitã

sub unghiul de reflexie corespunzãtor incidenþei normale?

Rezolvare
Impunem condiþia de maxim pentru incidenþã normalã la interferenþa

printr-o lamã subþire:

2
2

nd k
λ+ = λ .

Pentru lungimea de undã rezultã:
4

2 1

nd

k
λ =

−
.

Sã vedem pentru ce valoare a lui k lungimea de undã se încadreazã între
limitele impuse.

k = 1 ⇒ λ
1
 = 4 · 

3

2
 · 5 · 10–7 = 30 · 10–7 m = 3000 · 10–9 = 3000 nm;

k = 2 ⇒ λ
2
 = 

30

3
 · 10–7 = 10 · 10–7 m = 1000 · 10–9 = 1000 nm;

k = 3 ⇒ λ
3
 = 

30

5
 · 10–7 = 6 · 10–7 m = 600 · 10–9 = 600 nm;
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k = 4 ⇒ λ
4
 = 

30

7
 · 10–7 = 4,28 · 10–7 m = 428 · 10–9 = 428 nm;

k = 5 ⇒ λ
5
 = 

30

9
 · 10–7 = 3,33 · 10–7 m = 333 · 10–9 = 333 nm.

Prin urmare, radiaþiile cu lungimile de undã egale cu 600 nm, respectiv
428 nm, determinã culoarea peliculei.

2. Un fascicul de luminã monocromaticã, având lungimea de undã λ =
= 5000 C, cade sub incidenþã normalã pe o panã opticã cu indicele de refracþie
n = 1,5. Pe suprafaþa penei se formeazã 10 franje luminoase ºi 9 franje întu-
necate. Cu cât variazã grosimea penei în acest interval de franje?

Rezolvare
Condiþia de maxim pentru a 10-a franjã ºi prima franjã luminoasã, se va

scrie:

10 10

19
2 10 2

2 2
nd nd

λ λ+ = λ ⇒ = ;

1 12 2
2 2

nd nd
λ λ+ = λ ⇒ = .

Deci:

10 1

19
2 ( ) 18 9

2 2 2
n d d

λ λ− = λ − = = λ .

Prin urmare:

3
2

2
⋅ (d

10
 – d

1
) = 3∆d = 9λ,

de unde rezultã:
∆d = 3λ = 3 · 5 · 10–7 m = 15 · 10–7 m = 1,5 µm.

Probleme propuse

1.

2.

Pe o peliculã având n = 1,4 cade, sub incidenþã normalã, un fascicul
de luminã albã. Pentru ce grosime minimã culoarea peliculei, prin trans-
misie, va fi roºie? (λ

R
 = 670 nm).

R: �  0,24 µm.

Instrumentele optice conþin componente (lentile) care funcþioneazã
în transmisie. Pentru înlãturarea reflexiilor nedorite, aceste suprafeþe se
acoperã cu pelicule subþiri de materiale dielectrice.

Care trebuie sã fie grosimea minimã a unei astfel de pelicule pentru
a se produce un minim de interferenþã, dacã lumina monocromaticã
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având λ = 5600 C cade normal pe suprafaþa peliculei ºi indicele de
refracþie al materialului este n = 1,4?

R: 0,1 µm.

Un fascicul de luminã cu λ = 630 nm cade, sub incidenþã normalã,
pe o panã opticã având indicele de refracþie n = 1,5. Pe suprafaþa pe-
nei se formeazã 8 franje luminoase ºi 7 franje întunecate. Cu cât variazã
grosimea penei pe acest interval de franje?

R: �  1,6 µm.

O panã opticã formatã dintr-un material optic transparent, cu
indicele de refracþie n = 1,5, este iluminatã normal cu radiaþia mono-
cromaticã de lungime de undã λ = 600 nm. ªtiind cã interfranja figurii
de interferenþã formate este i = 0,5 nm, sã se determine unghiul penei.

R: 4 · 10–4 rad.

O radiaþie monocromaticã având λ = 660 nm cade, sub incidenþã
normalã, pe o panã opticã. Numãrul de franje pe 1 cm este 10. Sã se
determine unghiul penei, ºtiind cã n = 1,5.

R: 2,2 · 10–5 rad.

O panã de aer formatã din douã plãci plan-paralele de sticlã este
iluminatã normal, pe una dintre feþe, cu o radiaþie monocromaticã de
lungime de undã λ.

Sã se determine ordinul de interferenþã, k, al franjei luminoase
pentru locul de pe pana opticã în care s-ar forma franja luminoasã de
ordinul (k + 5), dacã s-ar folosi lumina cu lungimea de undã λ

1
.

R: 1

1

11

2( )
k

λ − λ=
λ − λ

.

O radiaþie cu lungimea de undã egalã cu 670 nm cade normal
pe un dispozitiv care formeazã inelele lui Newton. Sã se determine raza
de curburã a lentilei sferice, dacã raza inelului întunecat de ordin 20
este egalã cu 2,5 cm.

R: 44,4 m.

3.

3.5. (*) Difracþia luminii

Propagarea rectilinie a luminii explicã formarea umbrei. În cazul în care
se plaseazã un ecran, E, în spatele unei deschideri mai mari, AB, practicate într-un
paravan, ne aºteptãm ca pe ecran sã fie iluminatã numai porþiunea ANBN
(fig. 3.19, a). Din experienþã, se constatã cã la marginea porþiunii luminoase apar
niºte maxime ºi minime slabe, ca ºi cum lumina ar fi pãtruns în regiunea umbrei

4.

5.

6.

7.
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prin „curbarea” razelor de luminã (fig. 3.19). Pe mãsurã ce deschiderile se
micºoreazã, ajungând niºte fante înguste, pe ecran se observã o figurã formatã
dintr-un maxim central larg, mãrginit de maxime ºi minime laterale de inten-
sitate din ce în ce mai micã.

Fenomenul de ocolire aparentã, de cãtre undele luminoase, a obsta-
colelor ale cãror dimensiuni sunt comparabile cu lungimea de undã a luminii
incidente se numeºte difracþie.

Figura care se formeazã pe ecran este o figurã de difracþie.
Fenomenul este explicat de principiul Huygens-Fresnel; marginile fantei

atinse de unda incidentã devin surse de noi unde secundare coerente, care
interferã ºi dau pe ecran o figurã de difracþie.

Ne vom referi la difracþia Fraunhofer, difracþie obþinutã pentru fasciculele
de luminã paralele.

Deoarece sursele, fantele ºi ecranul se gãsesc la distanþe finite, între sursã
ºi paravanul în care se practicã fanta, precum ºi între paravan ºi ecran se
intercaleazã lentile convergente care transformã fasciculul incident în fascicul
paralel ºi concentreazã fasciculul difractat în planul lor focal.

Analizãm cazul difracþiei printr-o singurã fantã dreptunghiularã (fig. 3.20).
Sursa S este plasatã în planul focal

al lentilei L
1
; din L

1
 fasciculul de raze

iese paralel ºi cade sub incidenþã normalã
(i = 0) pe fanta dreptunghiularã AB, de
lãþime d. Fasciculul este strâns în punctul
P de pe ecranul E, care se aflã în planul
focal al lentilei L

2
. Din figurã, se observã

cã diferenþa de drum, δ, dintre cele douã
raze, este:

δ = dsinα �  dα,
unde α este unghiul foarte mic de difracþie.

Definiþie

Fig. 3.19 Difracþia printr-o singurã fantã dreptunghiularã.
a – geometria aranjamentului sursã-fantã; b – intensitatea luminii pe ecran.

Difracþia luminii pe o fantã
dreptunghiularã.

Fig. 3.20
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Diferenþa de fazã între undele di-
fractate pe marginile fantei va fi:

2 2
d

π π∆ϕ = δ ≈ α
λ λ

.

Pentru α = 0 → ∆ϕ = 0, astfel încât
în punctul P

0
 se formeazã un maxim

central.
Experimental, se constatã cã lãr-

gimea maximelor este invers proporþio-
nalã cu lãrgimea fantei ºi cã intensitatea
maximelor scade pe mãsura îndepãrtãrii
de maximul central (fig. 3.21).

Poziþia maximelor ºi a minimelor depinde de lungimea de undã. Pentru
lumina albã, maximul central va fi alb, iar maximele secundare vor fi colorate,
cele cu lungimi de undã mai mici fiind mai apropiate de maximul central.

În cazul unei deschideri circulare în ecran, pe figura de difracþie se for-
meazã o patã centralã luminoasã, înconjuratã de inele întunecate ºi luminoase.
ªi în acest caz intensitatea inelelor
luminoase scade pe mãsura înde-
pãrtãrii de pata luminoasã centralã,
dar mult mai rapid decât în cazul
franjelor obþinute cu fante drept-
unghiulare.

Figura 3.22 redã figura de
difracþie obþinutã cu fantã drept-
unghiularã (a) ºi, figura de di-
fracþie obþinutã cu deschidere cir-
cularã (b).

3.6. (*) Reþeaua de difracþie. Aplicaþii

Pentru douã fante de lãrgime a, separate de intervalul opac b, distanþa
dintre douã margini omoloage ale fantelor va fi d = a + b (fig. 3.23).

Distribuþia intensitãþii lumi-
noase în funcþie de distanþã în

figura de difracþie.

Fig. 3.21

Figura de difracþie formatã de:
a – o fantã dreptunghiularã;
b – o deschidere circularã.

Fig. 3.22

Difracþia pe douã
fante drept-
unghiulare.

Fig. 3.23

Un numãr mare de fante fine, paralele, egale
ca lãþime ºi echidistante, situate în acelaºi plan,
formeazã o reþea de difracþie (sau reþea opticã).

Ea se obþine prin trasarea unor zgârieturi, nu-
mite trãsãturile reþelei, pe o placã transparentã.

Definiþie
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Zgârieturile sunt porþiunile opace dintr-o reþea de difracþie care separã
porþiunile transparente.

Reþeaua de difracþie pe o suprafaþã transparentã este o reþea prin
transmisie.

Numãrul de trãsãturi, N, pe unitatea de lungime, L, este:

1N

L d
= ,

unde:
L

d
N

=

se numeºte constanta reþelei de difracþie.
Difracþia pe o reþea opticã este

ilustratã în figura 3.24.
Când razele incidente ºi difrac-

tate sunt de aceeaºi parte a normalei
la reþea, diferenþa de drum dintre
douã raze difractate pe douã fante
(fig. 3.24, b) este:
δ = δ

1
 + δ

2
 = d(sini + sinα).    (3.26)

Dacã razele incidente sunt de
o parte a normalei, iar cele difrac-
tate de cealaltã parte (fig. 3.24, a),
diferenþa de drum este:
δ = δ

1
 – δ

2
 = d(sini – sinα).     (3.27)

În cele douã puncte P, sime-
trice faþã de maximul central, se vor
obþine maxime prin interferenþa
undelor secundare coerente dacã:
         d(sini ± sinα

k
) = kλ.      (3.28)

Ordinul maxim de difracþie,
k

max
, se obþine în cazul în care α = π/2,

adicã sinα = 1:
             d(sini ± 1) = k

max
λ.     (3.29)

3.6.1. Aplicaþii

1. Determinarea lungimii de undã a unei radiaþii monocromatice cu
ajutorul reþelei de difracþie.

În cazul incidenþei normale pe reþeaua de difracþie i = 0 ºi atunci:
dsinα

k
 = kλ.

Din figura 3.24:

x = f tgα ≈ f sinα ⇒ sinα = 
x

f
,

Difracþia pe reþeaua
opticã.Fig. 3.24
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pentru unghiuri de difracþie mici.

Rezultã: 
dx

k
f

= λ ,

de unde:
dx

kf
λ = . (3.30)

2. Puterea separatoare
Una dintre caracteristicile optice importante ale instrumentelor optice

(lunetã, microscop, aparat fotografic, spectroscop, spectrograf º.a.) sau a unor
materiale fotosensibile (film, placã spectralã, hârtie fotograficã º.a.) este puterea
separatoare.

Definiþie

Puterea separatoare (sau de rezoluþie) a unui instrument optic sau a unui
material fotosensibil este capacitatea acestuia de a pune în evidenþã, separat,
douã puncte vecine.

Puterea separatoare a unui aparat spectral este datã de relaþia:

d
P

λ=
λ .

Fenomenul de difracþie limiteazã puterea de rezoluþie, adicã posibilitatea
aparatelor spectrale ºi a instrumentelor optice de a separa douã radiaþii mono-
cromatice de lungimi de undã foarte apropiate sau douã puncte foarte apropiate.

Conform unui criteriu dat de Rayleigh, douã radiaþii, cu lungimi de undã
apropiate, mai pot fi separate dacã maximul de difracþie de un anumit ordin,
pentru una din cele douã radiaþii, se suprapune peste primul minim ce însoþeºte
maximul de acelaºi ordin a celeilalte radiaþii.

Aparatele spectrale sunt destinate observãrii directe a spectrelor, folosind
ca receptor ochiul sau plãci fotosensibile din care se obþin înregistrãri foto-
grafice ale acestora. În primul caz, ele se numesc spectroscoape, iar în al doilea
caz, spectrografe.

Aparatele spectrale pot fi cu reþele sau cu prisme.
La aparatele spectrale cu reþele (de difracþie), puterea separatoare este:

P kN
d

λ= =
λ

,

unde k este maximul de ordin k ºi N – numãrul total de trãsãturi ale reþelei
folosite.

La aparatele spectrale cu prismã, puterea separatoare depinde de mã-
rimea bazei prismei, deci de dispersia prismei.

Puterea separatoare a instrumentelor optice este condiþionatã de dia-
fragmele introduse în instrumentele optice (deschideri circulare pe care are loc
fenomenul de difracþie).
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Asemãnãri ºi deosebiri între figura de interferenþã ºi figura de difracþie
• Orice fenomen de difracþie este însoþit de un fenomen de interferenþã.
• ªi în figura de interferenþã ºi în cea de difracþie se formeazã un maxim

central ºi, simetric, de o parte ºi de alta a lui, se formeazã maxime secundare.
• Spre deosebire de figura de interferenþã, în care intensitatea maximelor

secundare este aceeaºi la orice distanþã de maximul central, intensitatea ma-
ximelor din figura de difracþie scade cu mãrirea distanþei faþã de maximul
central.

Probleme rezolvate

1. Numãrul maxim de franje luminoase ce se poate obþine, iluminând
normal cu o radiaþie monocromaticã o reþea de difracþie cu constanta d, este
egal cu N. El nu se schimbã dacã lungimea de undã este mãritã cu cel mult
∆λ. Sã se exprime, în funcþie de mãrimile cunoscute, lungimea de undã a
radiaþiei.

Rezolvare
Din datele problemei, se cunoaºte cã i = 0 ºi α = π/2, deci, din relaþia

3.29:
d = k

max
λ.

Numãrul maxim de franje luminoase (adicã, franja centralã împreunã cu
franjele luminoase formate de o parte ºi de alta a franjei centrale) este, prin
urmare:

2 1
d

N
 = + λ 

.

Acelaºi numãr maxim de franje se pãstreazã dacã lungimea de undã a
radiaþiei incidente se mãreºte cu ∆λ. Deci, se poate scrie:

2 1
d

N = +
λ + ∆λ

.

Din aceastã relaþie rezultã pentru lungimea de undã a radiaþiei incidente:
2

1

d

N
λ = − ∆λ

− .

2. O prismã cu indicele de refracþie 3n = , aflatã în aer, are secþiunea
ABC un triunghi echilateral. Pe faþa AB cade o radiaþie monocromaticã, sub
unghiul de incidenþã i = 60°, într-un punct, aflat la 2 cm de A.

a) Cunoscând viteza de propagare a luminii, c = 3 · 108 m/s, care este
timpul în care radiaþia strãbate prisma?

b) La ieºirea din prismã, radiaþia cade pe o reþea de difracþie perpen-
dicularã pe baza prismei. Care este constanta reþelei de difracþie, dacã ordinul
maxim al spectrului de difracþie obþinut este k

max
 = 5 ºi λ = 600 nm?
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c) Imaginea de difracþie se formeazã în planul focal al unei lentile paralele
cu reþeaua. Cunoscând unghiul de difracþie α = 5°, calculaþi distanþa focalã a
lentilei, ºtiind cã distanþa dintre maximul central ºi maximul de ordinul k = 1
este x = 2 cm.

Rezolvare
Din enunþ: A = 60°, i = iN, deci:
MN = AM = 2 cm = 2 · 10–2 m.

a) 
MN

t
v

= ;

dar 
8

83 10
3 10

3

c
v

n

⋅= = = ⋅  m/s,

deci: 
2

8

2 10
0,116

3 10
t

−⋅= =
⋅

 ns.

b) Unghiul de incidenþã pe reþeaua de difracþie este i
1
 = 30°.

Înlocuind în relaþia 3.29, se obþine:
d(sin30° + sin90°) = 5 · 6 · 10–7,

adicã: d = 2 · 10–6 m = 2 µm.
c) Din relaþia:

x = f tgα �  f α,
întrucât unghiul α este foarte mic, rezultã:

f = x/α.
Sã-l exprimãm pe α în radiani:
π rad ……………… 180°
α rad ……………… 5°

α = π/36 rad.
Înlocuind numeric, se obþine pentru f :

22 10

36

f
−⋅= π  = 22,93 · 10–2 m �  23 cm.

3. Pe o reþea de difracþie cu d = 3,6 µm, cade normal un fascicul paralel
de luminã, format din douã radiaþii cu lungimi de undã diferite, λ

1
 = 600 nm

ºi λ
2
 = 400 nm. Sã se determine ordinul de difracþie k al maximului radiaþiei

cu lungimea de undã λ
1
, care se suprapune pe ecran peste ordinul (k + 1) al

maximului radiaþiei cu lungimea de undã λ
2
. Câte astfel de suprapuneri au loc?

Rezolvare
Pentru cele douã radiaþii, la incidenþã normalã (i = 0), pe aceeaºi reþea:

1

1 2

2

sin
( 1)

sin ( 1)

d k
k k

d k

α = λ 
⇒ λ = + λα = + λ 

;

Fig. 3.25
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1

2

1 600 3

400 2

k

k

λ+ = = =
λ

, deci k = 2.

Pentru ordinul maxim de difracþie, k
max

, unghiul de difracþie este π/2.
Relaþiile pentru aflarea ordinelor maxime de difracþie, corespunzãtoare celor
douã radiaþii, sunt:

6

1max 1 1max 7
1

3,6 10
6

6 10

d
d k k

−

−

⋅= λ ⇒ = = =
λ ⋅

;

6

2max 2 2max 7
2

3,6 10
9

4 10

d
d k k

−

−

⋅= λ ⇒ = = =
λ ⋅

.

Obþinem raportul 1 2

2 1

4 2

6 3

k

k

λ= = =
λ

.

În concluzie, maximele de difracþie pentru λ
2
, de ordinele 2, 4, 6, coincid

cu maximele de difracþie de ordinele: 3, 6, 9, pentru λ
1
, prin urmare vor exista

trei suprapuneri.

Probleme propuse

1.

2.

Pe o reþea de difracþie cade normal o radiaþie având lungimea de
undã de 2500/4 nm. Franja de difracþie de ordin 2 se formeazã pe ecran
la distanþa f /20 de franja centralã, f  fiind distanþa focalã a lentilei. Câte
trãsãturi pe milimetru are reþeaua?

R: 40 trãsãturi/mm.

Un fascicul monocromatic, cu lungimea de undã λ = 656,25 nm,
este trimis perpendicular pe o reþea de difracþie cu d = 10,5 µm.

Franjele de difracþie se formeazã cu ajutorul unei lentile cu f = 0,24 nm,
pe un ecran aºezat în planul focal al lentilei. Sã se calculeze:

a) unghiul de deviaþie faþã de direcþia incidentã a fasciculului pentru
maximul de ordinul 8;

b) distanþa dintre poziþia maximului central ºi primul maxim observat
pe ecran.

R: α = 30°; x = 15 mm.

O sursã monocromaticã punctiformã emite o radiaþie cu λ = 500 nm.
Sursa se aflã în planul focal al unei lentile convergente având distanþa
focalã f = 1 m, la h = 1 cm deasupra axei optice principale.

Fasciculul, refractat prin lentilã, cade pe o reþea de difracþie cu 500
trãsãturi pe milimetru. Care este ordinul cel mai mare al maximului de
difracþie ce se obþine sub axa opticã principalã?

R: 3.

3.
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Un fascicul de luminã monocromaticã este incident perpendi-
cular pe o reþea de difracþie cu 250 trãsãturi pe milimetru. Razele de
luminã, care formeazã maximul de difracþie de ordin 4 sunt înclinate
faþã de direcþia razelor incidente cu un unghi de 30°. Sã se calculeze
lungimea de undã a radiaþiei monocromatice.

R: 5 · 10–7 m.

Un fascicul de radiaþie monocromaticã paralel formeazã o ima-
gine de difracþie cu ajutorul unei lentile cu distanþa focalã f = 10 cm.
Constanta reþelei este d = 1 µm, iar unghiul de incidenþã al fasciculului
pe reþea, i = π/6. Maximul de ordinul doi se aflã la distanþa x = 10 cm
de axa opticã principalã a sistemului. Care este lungimea de undã a
radiaþiei?

R: 603 nm.

Un fascicul luminos cade normal pe o reþea de difracþie. Maximul
de difracþie de ordin 2, pentru radiaþia cu λ

1
 = 0,65 µm, se obþine sub

unghiul α
2
 = 45°. Sub ce unghi, α

3
, se va obþine maximul de ordin 3,

pentru radiaþia cu λ
2
 = 0,5 µm?

R: sinα
3
 = 0,81346.

Douã radiaþii luminoase cu lungimile de undã λ
1
 = 6250 C ºi

λ
2
 = 4166 C cad normal pe o reþea de difracþie. Sã se calculeze numãrul

de trãsãturi pe un milimetru, N, astfel ca maximele celor douã radiaþii
sã coincidã în direcþia α = 30°.

R: N = 400.

4.

5.

3.7.(*) Polarizarea luminii. Aplicaþii

Teoria electromagneticã a lui Maxwell a stabilit cã undele electromagnetice
sunt unde transversale, iar vectorii câmp electric ºi câmp magnetic oscileazã
perpendicular pe direcþia de propagare.

Ne vom referi la componenta electricã, deoarece aceasta impresioneazã
mai puternic ochiul.

6.

7.

Definiþie

Dependenþa amplitudinii vectorului luminos de direcþia sa din planul
normal la direcþia de propagare a undei luminoase constituie proprietatea de
polarizare a luminii.

Dacã vectorul intensitate câmp electric, E
G

, oscileazã astfel încât rãmâne
tot timpul paralel cu o direcþie din planul perpendicular pe direcþia de propagare,
unda este liniar polarizatã sau total polarizatã.
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În cazul luminii naturale, toate direcþiile
din planul perpendicular pe direcþia razei sunt
echivalente; lumina naturalã este nepolarizatã.

Sã presupunem cã unda electromagneticã
se propagã pe direcþia Oz, vectorul E

G
 fiind în

planul xOy (fig. 3.26). El poate fi descompus, în
fiecare moment, în douã componente: E

x
 ºi E

y
.

Deci, orice undã transversalã este echiva-
lentã cu douã unde liniar polarizate pe direcþii
perpendiculare, care au aceeaºi frecvenþã ºi pot
fi defazate cu un unghi ϕ:

0

0

sin sinx
x x

x

E
E E t t

E
= ω ⇒ = ω ;

E
y
 = E

0y
 sin(ωt + ϕ) ⇒ 

0

y

y

E

E
 = sinωtcosϕ +

+ cosωtsinϕ.
Rezultã cã:

0 0

y x

y x

E E

E E
= cosϕ + cosωtsinϕ sau 

0 0

y x

y x

E E

E E
− cosϕ = cosωtsinϕ;

0

x

x

E

E
sinϕ = sinωtsinϕ.

Ridicând ambele relaþii la pãtrat ºi adunându-le membru cu membru
obþinem:

22 2
2 2

2 2 2
0 0 0 0 0

2
sin cos cosy y xx x

x y y y x

E E EE E

E E E E E
ϕ + + ϕ − ϕ  = sin2ωtsin2ϕ + cos2ωtsin2ϕ.

În final:

22
2

2 2
0 0 0 0

2
cos siny y xx

x y y x

E E EE

E E E E
+ − ϕ = ϕ . (3.31)

Traiectoria descrisã de vârful vectorului E
JG

este o elipsã ale cãrei axe principale nu sunt Ox
ºi Oy (fig. 3.27).

Aceastã undã este eliptic polarizatã.
În funcþie de valorile pe care le iau ϕ ºi

amplitudinile E
0x

 ºi E
0y

, deosebim câteva cazuri
particulare:

1) Dacã: ϕ = ±(2k + 1)π/2, (k = 0, 1, 2, …),
ecuaþia 3.31 devine:

Unda electromag-
neticã se propagã
pe direcþia Oz.

Fig. 3.26

Undã eliptic
polarizatã.

Fig. 3.27
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22

2 2
0 0

1yx

x y

EE

E E
+ = . (3.32)

Aceasta este ecuaþia unei elipse pentru care axele principale sunt Ox ºi
Oy (fig. 3.28).

Dupã sensul de rotaþie a vectorului E
G

, lumina
se numeºte polarizatã eliptic drept (rotaþie în sensul
miºcãrii acelor de ceasornic în jurul normalei la
frontul de undã – axa Oz) sau polarizatã eliptic
stâng, în cazul rotaþiei în sens contrar.

Dacã E
0x

 = E
0y

 ⇒ 
22

2 2
0 0

1,yx

x x

EE

E E
+ =             (3.33)

aceasta fiind ecuaþia unui cerc, lumina este circular
polarizatã.

2) Pentru ϕ = 2kπ (k = 0, 1, 2, …),

22

2 2
0 0 0 0

2
0y y xx

x y y x

E E EE

E E E E
+ − =  ⇒ 

2

0 0

0yx

x y

EE

E E

 
− =   

.

Rezultã:

                   
0

0

y

y x

x

E
E E

E
= . (3.34)

În acest caz, unda este liniar polarizatã
sau total polarizatã cu direcþia de polarizare
paralelã cu dreapta AA (fig. 3.29, a).

Pentru ϕ = (2k + 1)π, se obþine (fig. 3.29, b):

                    
0

0

y

y x

x

E
E E

E
= − . (3.35)

3.7.1. Metode de obþinere a luminii polarizate. Legea lui Brewster

1. Polarizarea prin reflexie ºi refracþie
În scopul polarizãrii prin reflexie ºi refracþie se foloseºte un polarizator

– dispozitiv cu ajutorul cãruia se obþine lumina polarizatã dintr-un fascicul de
luminã naturalã – ºi un analizor – cu ajutorul cãruia se verificã starea de po-
larizare a luminii, utilizând proprietatea acestuia de a lãsa sã treacã numai
lumina polarizatã într-un anumit plan.

Conform schemei din figura 3.30, se trimite un fascicul de luminã naturalã
pe un mediu transparent P, iar cu ajutorul unui analizor se constatã cã: la o rotaþie

Luminã polarizatã
eliptic drept ºi
eliptic stâng.

Undã liniar polarizatã.

Fig. 3.28

Fig. 3.29

a)

b)
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completã a analizorului în jurul direc-
þiei de propagare, intensitatea luminii
reflectate este variabilã, ea trecând prin
douã maxime ºi prin douã minime. În
lumina refractatã se constatã acelaºi
lucru, poziþiile minimelor ºi maximelor
fiind inversate.

Înseamnã cã unda luminoasã
prezintã proprietãþi diferite în diferitele
direcþii perpendiculare pe direcþia de
propagare, proprietãþi pe care le pre-
zintã numai undele transversale.

Descompunând vectorul inten-
sitate câmp electric („vectorul luminos”)  dupã douã direcþii – una paralelã cu
planul de incidenþã ºi cealaltã perpendicularã pe el –, definim gradul de po-
larizare, P:

I I
P

I I
⊥

⊥

−
=

+
&

&
, (1.99)

în care I⊥  ºi I&  sunt intensitãþile celor douã componente – perpendicularã,
respectiv, paralelã.

Gradul de polarizare ia valori între 0 ºi 1.
Lumina naturalã are gradul de polarizare 0, întrucât I I⊥ = & .
Gradul de polarizare maxim, egal cu 1, corespunde luminii liniar pola-

rizate sau total polarizate. Ea conþine numai vibraþiile perpendiculare pe planul
de incidenþã, 0I =& .

Pentru valorile cuprinse între 0 ºi 1, lumina este parþial polarizatã.

Polarizarea luminii prin
reflexie ºi refracþie.Fig. 3.30

Definiþie

Unghiul de incidenþã pentru care direcþia de propagare a luminii reflec-
tate este perpendicularã pe direcþia de propagare a luminii refractate (fig. 3.31)
se numeºte unghi Brewster ºi se noteazã i

B
.

Unghiul Brewster depinde de natura materialului reflectãtor.
Lumina reflectatã este total polarizatã

dacã:
                i

B
 + r = π/2.       (3.36)

Scriem legea refracþiei:

2

1

sin

sin
Bi n

r n
= , dar: r = π/2 – i

B
;

2

1

sin sin

cossin
2

B B

B
B

n i i

n i
i

= =
π −  

.

Legea Brewster.Fig. 3.31
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Legea Brewster este exprimatã de relaþia:
tgi

B
 = n

2
/n

1
. (3.37)

În cazul când lumina este total polarizatã, minimele observate prin ro-
tirea analizorului devin nule.

Concluzie: dacã lumina incidentã este nepolarizatã, prin reflexie se
poate obþine luminã total polarizatã, iar prin refracþie, luminã parþial polarizatã,
dar mai intensã decât cea reflectatã.

Metoda de polarizare prin reflexie este folositã rar, prezentând urmã-
toarele dezavantaje:

– intensitatea luminii polarizate este mai micã decât intensitatea luminii
incidente;

– fasciculele obþinute nu sunt suficient de bine colimate.

2. Fenomenul de birefringenþã sau dublã refracþie
Dacã pe un cristal de spat de Islanda (CaCO

3
) cade un fascicul îngust

de luminã, în cristal apar douã raze refractate pe direcþii diferite, care, dupã
ieºirea din cristal, vor fi paralele cu direcþia fasciculului incident. Aceste raze se
numesc razã ordinarã (o) ºi razã extraordinarã (e). Înseamnã cã acest cristal nu
este izotrop din punct de vedere optic, iar indicii de refracþie pentru cele douã
raze sunt diferiþi: n

o
 ≠ n

e
.

Toate cristalele posedã o direcþie pentru care n
o
 = n

e
 ºi lumina paralelã

cu aceastã direcþie nu prezintã fenomenul de birefringenþã.
Aceastã direcþie este axa opticã a cristalului.
Polarizarea prin birefringenþã prezintã avantaje importante:
– ambele raze sunt total polarizate;
– întreaga energie a fasciculului incident se regãseºte în cele douã fas-

cicule refractate.
În construcþia dispozitivelor de polarizare a luminii pe baza fenomenului

de birefringenþã se urmãreºte mãrirea divergenþei dintre cele douã raze sau
suprimarea uneia dintre ele.

Un polarizor des folosit este prisma Nicol. Este o prismã din spat de
Islanda, tãiatã dupã metoda fizicianului englez William Nicol ºi cunoscutã sub
numele de „nicol”.

Cele douã jumãtãþi ale prismei sunt lipite cu balsam de Canada, un
material al cãrui indice de refracþie este cuprins între valorile n

o
 ºi n

e
. Astfel,

raza ordinarã va fi total reflectatã pe stratul de balsam ºi apoi absorbitã de
montura nicolului. Raza extraordinarã iese din nicol paralelã cu raza incidentã.

O serie de minerale ºi compuºi organici prezintã proprietatea de dicroism
– adicã de a absorbi fie raza ordinarã, fie pe cea extraordinarã care sunt ge-
nerate prin fenomenul de birefringenþã. Polaroizii obþinuþi pe baza acestei
proprietãþi au o largã rãspândire.

Faþã de alte dispozitive de polarizare, polaroizii pot produce fascicule
de orice lãrgime, se monteazã cu uºurinþã în orice aparat ºi sunt relativ ieftini.



Optica ondulatorie 183

3

pag 183 – Magenta Black

Orice dispozitiv de polarizare poate servi ºi ca analizor.
Polaroizii au multe aplicaþii. Sunt folosiþi la ochelarii de soare, la aparatul

fotografic cu polaroid, eliminând lumina „supãrãtoare”, parþial polarizatã,
reflectatã de suprafeþele lucioase º.a.

  Test recapitulativ

1.

2.

În cazul dispersiei anomale, variaþia indicelui de refracþie cu lungimea
de undã este datã de relaþia:

a) 
2 2

1 1

n

n

λ=
λ ; b) 2 1

1 2

n

n

λ=
λ

; c) 2
2 1

1

n

n
= λ ⋅ λ .

Relaþia dintre lungimea de undã a radiaþiei roºu, λ
R
, ºi lungimea

de undã a radiaþiei galben, λ
G
, este:

a) λ
R
 < λ

G
; b) λ

R
 �  λ

G
; c) λ

R
 > λ

G
.

La o figurã de interferenþã obþinutã cu dispozitivul Young, distanþa
dintre maximul central ºi maximul de ordinul k este:

a) 
k Dλ

l
; b) 

( 1)

2

k D+ λ
l

; c) 
(2 1)

2

k D+ λ
l

.

Introducerea unei lame cu feþe plan-paralele în drumul uneia dintre
razele care interferã într-un dispozitiv Young:

a) nu modificã interfranja ºi nu deplaseazã figura de interferenþã;
b) nu modificã interfranja, dar deplaseazã figura de interferenþã;
c) modificã interfranja, dar nu deplaseazã figura de interferenþã.

Diferenþa de drum optic într-o lamã cu feþe plan paralele care se
aflã într-un mediu mai puþin refringent, la incidenþã normalã ºi la inter-
ferenþã în lumina reflectatã, este datã de expresia:

a) 2ndcosr + 
2

λ
; b) 2nd; c) 2nd + 

2

λ
.

Expresia interfranjei pentru figura de interferenþã obþinutã cu o
panã opticã de unghi α ºi indice de refracþie n este:

a) 
2 n

λ
α ; b) 

2n

λα
; c) 

nα
λ .

 În cazul iluminãrii penei optice cu un fascicul perpendicular pe
faþa penei, figura de interferenþã se formeazã:

a) pe un plan situat între cele douã feþe ale penei;
b) pe faþa superioarã a penei;
c) pe faþa inferioarã a penei.

3.

4.

5.

6.

7.



Optica ondulatorie184

3

pag 184 – Magenta Black

Într-un dispozitiv Young, distanþa dintre fante ºi ecran este D = 0,8 m,
iar distanþa dintre fante este l = 0,4 mm. Cunoscând lungimea de
undã a radiaþiei emise de sursã, λ = 400 nm, mãrimea interfranjei
este:

a) 0,4 mm; b) 1 mm; c) 0,8 mm.

Pe faþa AB a unei prisme ABC, cu unghiul A = 30°, cade perpen-
dicular un fascicul de luminã albã. Stiind cã indicele de refracþie pentru
lumina roºie este n

R
 = 1,51 ºi pentru lumina violetã n

V
 = 1,531, unghiul

de dispersie al prismei este:
a) 50N; b) 45N; c) 60N.

Cum se modificã interfranja într-o figurã de interferenþã obþinutã
cu un dispozitiv Young, în cazul dispersiei normale, dacã acesta este
cufundat în apã?

a) nu se schimbã; b) se micºoreazã; c) creºte.

O radiaþie cu lungimea de undã λ = 680 nm trece din aer în apã.

Lungimea de undã a radiaþiei în apã 
4

3
an

 =  
 este:

a) 510 nm; b) 490 nm; c) 500 nm.

O radiaþie cu lungimea de undã λ = 420 nm cade normal pe o
reþea de difracþie. Maximul de ordinul 2 se formeazã la distanþa f /2 de
franja centralã, unde f este distanþa focalã a lentilei de proiecþie.
Constanta reþelei de difracþie este:

a) 1,65 µm; b) 1,69 µm; c) 1,68 µm.

Lumina solarã este total polarizatã când se reflectã pe un mate-

rial dielectric cu indicele de refracþie 3n = . Valoarea unghiului de

incidenþã este:
a) 60°; b) 45°; c) 30°.

La incidenþa sub un unghi de 60°, pe o suprafaþã planã de sticlã,
fasciculul este total polarizat. Indicele de refracþie al sticlei este:

a) 
1

2
; b) 

3

2
; c) 3 .

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.
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Rezolvãrile problemelor

3.3. 1. 0
0

D
i

λ=
l

 = 1,2 · 10–3 m; 0ii
n

=  = 0,9 · 10–3 m.

2. 
i

D
λ = l

 = 333 nm.

3. 1M

D
x

λ=
l

, 2

2 2
M

D D D
x

′ ′λ λ λ= → =
l l l

; 
2

D
D′ =  = 0,5 m.

4. Schema aranjamentului este datã
de figurã.

D
i

d

λ= ; dar 
d D D f

f d
= → =

l l
 deci:

f
i

λ
=

l
.

5. 
2

2

π λ∆ϕ∆ϕ = δ → δ =
λ π

. 6. max

2
max

4

3cos
6

I
i

I
i

=π ⋅
. 7. 

max

2
max

4
cos

3

I
i

I
i

=π ⋅
.

8. ∆x = 7i = 
gi

λ (n – 1) → g = 
7

1n

λ
−

 = 6,6 µm. 9. δ = kλ → 5k
δ= =
λ

.

10. 
( 1)Dg n

x
−∆ =

l
 = 4,5 mm.

11. 
( 1)Li n

Ni
−=

λ  → Nλ = nL – L → 1
N

n
L

λ= + .

12. 
1 2

2 1

k

k

λ=
λ  → 

1
2 1

2

k

k
λ = λ  = 4000 C.

3.3.1. 1. 
i

D r
λ =

+
l

; l = 2αr; 
2y y y r

N i
i N D r

α= → = → λ =
+  = 0,48 µm.

2. 
1

1 2

xa

l x x

−=
− +  → 

1 2

1

( )a x x

x

− +=
−

l ; 
2 1

1 1 1

f x x
= −  → 

1
2

1

fx
x

f x
=

+  = 1 m.

3. 
( ) ( )

( 1)

D d D d
i

dA n

λ + λ += =
−l

.

3.4. 1. 2nd = kλ; d
min

 → k = 1 → 2nd = λ; d
min

 = 
2n

λ �  0,24 µm.

2. 2nd = (2k + 1)
2

λ
 pentru k = 0 → d

min
 = 

4n

λ
 = 0,1 µm.



Optica ondulatorie186

3

pag 186 – Magenta Black
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 =
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1
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1
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2 2
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1
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2
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1
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2( )
k
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.

7. 2
kr  = (k + 1)R → R = 

2

( 1)
kr

k + λ  = 44,4 m.

3.6. 1. 
1k f x

d
x d k f

λ= → =
λ  = 40 mm–1.

2. a) dsinα = kλ → sinα = 
1

2

k

d

λ = ; b) 
k f

x
d

λ=  = 15 mm.

3. Din figurã se vede cã h = f tgi → tgi = 
h

f
 = 0,01;

tgi �  sini; d(sini – sinα) = kλ;

max

(sin 1)d i
k

−=
λ  = 3,96 �  3.

4. dsinα
k
 = kλ; 

sin kd

k

αλ =  = 5 · 10–7 m.
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k
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x

f
α =  = 1 → sinα

k
 = 

2

2
; 

(sin sin )kd i

k
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6. 
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3
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2 2
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2
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2
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25 10
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−

−=
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 = 400.



Capitolul
Elemente de

teoria haosului
Elemente de

teoria haosului
„Dar deodat-un punct se miºcã… cel dintâi ºi singur. Iatã-l
Cum din haos face mumã, iarã el devine Tatãl…
Punctu-acela de miºcare, mult mai slab ca boaba spumii,
E stãpânul fãrã margini peste marginile lumii…
De-atunci negura eternã se desface în fâºii,
De atunci rãsare lumea, lunã, soare ºi stihii…
De atunci ºi pânã astãzi colonii de lumi pierdute
Vin din sure vãi de haos pe cãrãri necunoscute
ªi în roiuri luminoase izvorând din infinit
Sunt atrase în viaþã de un dor nemãrginit.”

(Mihai Eminescu, Scrisoarea I)

4
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4.3. Descrierea comportamen-
tului haotic. Spaþiul fazelor.
Atractori clasici ºi atractori
stranii
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– Ce este haosul?
– Cum a luat naºtere teoria haosului?
– Sunt toate fenomenele din univers predictibile?
– Care sunt trãsãturile distinctive ale sistemelor haotice?
– Ce sunt atractorii clasici, ce sunt atractorii stranii?
– Ce sunt fractalii?

4.1.(*) Determinism ºi predictibilitate. Condiþii. Modele

4.1.1. Conceptul de haos

Iniþial, conceptul de haos desemna o totalã lipsã de formã sau aranjament.
În taoism (doctrinã care stã la originea budismului), haos înseamnã tota-

litate, identitate ºi Naturã. Fondatorul taoismului este filozoful Lao-þzî (sec. 6 î.e.n.).
Potrivit doctrinei sale, lumea materialã este necreatã ºi nepieritoare fiind di-
rijatã de „dao” – principiul ordinii în naturã, societate ºi gândirea umanã.
Contradicþia este acþiunea lui dao.

Cuvântul „haos” desemneazã în limba greacã un spaþiu infinit vid care
existã înaintea tuturor lucrurilor.

În concepþia modernã, haos înseamnã starea de dezordine ºi neregularitate.

4.1.2. Teorii „adiacente” teoriei haosului

Corpurile de care se ocupã fizica pot fi reduse la puncte materiale, asupra
cãrora acþioneazã forþe; fizica ignorã forma.

Forma este o noþiune calitativã (nu ca masa, viteza, temperatura). Ea nu
poate creºte sau scãdea ºi nu se supune unor legi de conservare.

• Morfogeneza
Morfogeneza se ocupã cu analiza formelor pe care le iau fiinþele ºi obiectele

neînsufleþite din mediul înconjurãtor ca, de exemplu: formele norilor, munþilor,
þãrmurilor, învolburãrile fumului de þigarã, zigzagul fulgerelor, fluturarea stea-
gurilor în bãtaia vântului ºi multe altele pe care le întâlnim în viaþa de zi cu zi.

Biologia ºi lingvistica sunt, de exemplu, discipline morfologice.
Organismul viu este la prima vedere un continuum. În cazul lingvisticii

continuumul este limba. În acest continuum, disciplinele morfologice identificã
elemente stabile ºi repetabile.

În biologie, celulele se adunã în þesuturi, þesuturile formeazã organe, iar
organele compun organismul viu.

În lingvisticã, morfemele (morfem – cea mai micã unitate din structura
morfologicã a cuvântului, cu un sens determinat) se adunã în silabe, silabele
compun cuvintele, iar cuvintele, la rândul lor, formeazã fraze.

• Teoria catastrofelor
„…spectacolul Universului este o miºcare neîntreruptã a naºterii, dez-

voltãrii ºi distrugerii formelor. Obiectul oricãrei ºtiinþe este de a prevedea
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aceastã evoluþie a formelor ºi de a o explica pe cât posibil”, afirmã fondatorul
acestei teorii, matematicianul francez René Thom (1972).

Teoria catastrofelor este cea mai generalã, este pur matematicã ºi nu face
apel la principii fizice.

Matematic, cuvântul catastrofã semnificã apariþia unei variaþii discon-
tinue a efectelor produse de o variaþie continuã a cauzelor. Cauza nu egaleazã
efectul.

Discontinuitatea unei funcþii într-un punct este un punct catastrofic.
Pentru apariþia unei forme este nevoie de o discontinuitate în proprie-

tãþile calitative ale suportului. Conturul unui nor, de exemplu, este o regiune
de „catastrofã” a atmosferei, care este suportul; sau pata de culoare de pe
pânza unui pictor. În fizicã, ne putem gândi la transformãrile de fazã de speþa
I, în care apar punctele de trecere dintr-o fazã în alta – punct de fierbere, punct
de solidificare, punct de topire sau punctul Curie (în cazul transformãrilor de
fazã de speþa a II-a, substanþele feromagnetice trec în substanþe neferomagnetice).

În trecut, teoria catastrofelor oferea o metodã de studiu a schimbãrilor
discontinue, a salturilor calitative. S-au formulat teorii catastrofiste pentru
revoltele din închisori, crizele bursiere, propagarea influxului nervos º.a.

• Teoria fractalilor
Fizica evitã sã studieze discontinuitãþile. Ea cerceteazã experimental cum

evolueazã un fenomen, descrie matematic evoluþia într-un timp infinitezimal
de mic dt ºi apoi o integreazã pe un timp mai îndelungat. Prin urmare, fizica
foloseºte ca instrument calculul diferenþial ºi integral, ignorând rolul geometriei
în studiul fenomenelor naturale.

Geometria fractalã este o nouã disciplinã ºtiinþificã, al cãrei fondator este
matematicianul francez Benoît Mandelbrot (1960).

Fractus, în latinã, înseamnã frângere, zdrobire în fragmente neregulate.
Fenomenul de fractal, introdus de Mandelbrot, înseamnã fragmentat, fracþionat,
neregulat, întrerupt.

Teoria fractalilor se ocupã de formele caracterizate printr-o complexitate
intrinsecã, de o neregularitate fundamentalã, care se manifestã la toate scãrile
de observaþie.

• Teoria structurilor disipative
Teoria fizicianului belgian Ilya Prigogine (1977) nu abordeazã nici formele

în general ca Thom, nici formele neregulate ca Mandelbrot, ci „procesele
cooperative”. Acestea sunt fenomene de autoorganizare care apar în populaþiile
compuse dintr-un numãr mare de entitãþi identice cum sunt, de exemplu:
moleculele în chimie, celulele în biologie, agenþii economici în ºtiinþele eco-
nomice, locuitorii unui oraº în urbanism. Dacã asemenea sisteme sunt supuse
unor constrângeri externe speciale cum ar fi, de exemplu, creºterea tempe-
raturii, este posibilã apariþia spontanã a unei ordini în acestea.

Formarea ºi stabilizarea structurilor disipative se realizeazã prin schimburile
de materie ºi energie cu mediul înconjurãtor.
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Pentru stabilirea unei ordini, în structurile disipative au loc procese globale,
în care coopereazã un numãr mare de entitãþi.

Sistemele biologice ºi sociale sunt deschise (schimbã materie ºi energie),
nu sunt stabile, ci în continuã miºcare. Dacã sistemele se dezechilibreazã ele
se reorganizeazã trecând de la dezordine la ordine.

Teoria lui Prigogine îºi are baza în termodinamicã care este o disciplinã
fenomenologicã.

Am învãþat cã al doilea principiu al termodinamicii stabileºte sensul de
desfãºurare a proceselor termodinamice prin mãrimea de stare numitã entropie S.
În procesele reversibile, variaþia de entropie este nulã, iar în procesele inver-
sibile, variaþia de entropie este pozitivã, adicã ∆S ≥ 0. Procesele naturale sunt
ireversibile; toate tind spre o stare de echilibru. Deci, în starea de echilibru
entropia este maximã.

Entropia este o mãsurã a dezordinii. Creºterea entropiei este o evoluþie
spre starea cea mai probabilã – ºi cea mai dezorganizatã –, caracterizatã prin
creºterea complexitãþii sale. Dar sã nu uitãm cã principiul al II-lea al termo-
dinamicii este valabil numai pentru sisteme izolate ºi finite.

Trecerea de la dezordine la ordine se realizeazã numai pentru sistemele
care satisfac douã condiþii:

– sã fie deschise – sã existe schimb de energie ºi de substanþã;
– sã fie menþinute departe de echilibrul termodinamic.
Pentru un sistem deschis, variaþia de entropie într-o transformare este

suma a doi temeni: d
e
S – fluxul de entropie care vine din exteriorul sistemului

– ºi d
i
S – producþia de entropie din interiorul sistemului.

dS = d
e
S + d

i
S.

Un organism viu îºi creºte constant entropia apropiindu-se de entropia
maximã care înseamnã moartea organismului. El se menþine în viaþã, „hrã-
nindu-se” constant cu entropie negativã; deci ele extrag ordinea din mediul
exterior prin alimentaþie. Instabilitatea creeazã ordine; aceasta poate fi obþinutã
prin modificarea constrângerilor globale care acþioneazã asupra sistemului.

4.1.3. Teoria haosului

Rãdãcinile teoriei haosului se gãsesc în studiile lui Henri Poincaré (1900)
asupra problemei celor trei corpuri – miºcarea ºi interacþiunea a trei corpuri
între care se exercitã forþe de interacþiune gravitaþionalã. Newton a rezolvat pro-
blema a douã corpuri care interacþioneazã în câmp gravitaþional, dar apariþia
unui al treilea corp ridicã dificultãþi matematice.

Iniþiatorul „teoriei haosului” a fost meteorologul Edward N. Lorenz (1960).
El a constatat cã un set simplu de trei ecuaþii diferenþiale neliniare de ordinul
întâi poate duce la o traiectorie complet haoticã.

De asemenea, el a realizat cã schimbãri extrem de mici în condiþiile
iniþiale pot avea urmãri neaºteptate. Numele lui Lorenz este legat de „efectul
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fluture”: poate bãtaia din aripi a unui fluture în Brazilia sã provoace o tornadã
în Texas?

Fizicianul teoretician David Ruelle (1970) a stimulat teoria haosului prin
studiul sãu asupra turbulenþei fluidelor.

Din punct de vedere matematic, teoria haosului foloseºte metoda ite-
rativã (repetativã) aplicatã formulelor matematice simple.

„Catalizatorul” dezvoltãrii teoriei haosului a fost calculatorul electronic.
A fost necesarã apariþia calculatoarelor performante pentru a putea urmãri

evoluþii în timp îndelungat, necesare pentru observarea ºi mãsurarea compor-
tamentului haotic. În dezvoltarea acestei teorii au coroborat toate teoriile
„adiacente”, geometria fractalilor ºi tehnologia calculatoarelor.

Unii pretind cã teoria haosului este a treia revoluþie în fizicã, dupã teoria
relativitãþii ºi teoria cuanticã. Ea invitã la cunoaºterea bogãþiei ºi complexitãþii
formelor ºi a metamorfozelor lor.

Teoria haosului este o „mare” în care se varsã „râurile ºi afluenþii” tuturor
disciplinelor: matematica, fizica, astronomia, meteorologia, biologia, chimia,
medicina, economia, ingineria, studiul burselor de valori ºi a civilizaþiilor.

Teoria haosului descrie sisteme aparent dezordonate, dar cautã ordinea
sub aceastã aparenþã. Se pare cã haosul conþine mai multã ordine decât ne
aºteptãm. Haosul precede ordinea sau ordinea provine din dezordine.

4.1.4. Determinism ºi predictibilitate

Conform dicþionarului de filozofie, prin determinism se înþelege geneza
ºi desfãºurarea fenomenelor ºi proceselor care au loc în naturã ºi societate, în
viaþa materialã ºi psihicã a oamenilor, ordonate cauzal ºi supuse legilor obiective.

În fizicã, în particular, prin determinism înþelegem cã starea viitoare a
sistemului studiat este determinatã în mod unic de starea actualã ºi descrisã
de legi. Miºcarea este generatã de un set concis de ecuaþii.

Thom afirma: „pentru ca un model sã permitã predicþia este necesar sã
fie cantitativ”.

Sistemele deterministe, predictibile, nehaotice le întâlnim frecvent. Oamenii
de ºtiinþã le-au studiat ºi au descoperit cu sute de ani în urmã cum se manifestã.

În general, fenomenele sunt predictibile dacã sunt guvernate de legi.
Cuvântul dinamicã sugereazã forþã, energie, miºcare ºi schimbare.
În mecanica clasicã se studiazã evoluþia în timp a sistemelor conserva-

tive (caracterizate de absenþa frecãrii) ºi disipative (în care existã frecare). În
aceste sisteme putem determina relaþia dintre cauzã ºi efect ºi putem face
predicþii.

În cazul legii fundamentale a dinamicii, legea lui Newton:
F ma= ,

dacã se cunosc coordonatele iniþiale ºi vitezele particulelor, evoluþia sistemului
este predictibilã pe un timp destul de îndelungat.
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Pendula este un sistem determinist simplu, stabil ºi bine cunoscut. Sistemele
cu un comportament determinist se preteazã la o reprezentare liniarã – o linie
dreaptã pe un grafic. De exemplu, se ºtie din experienþã cã densitatea scade
linear cu creºterea temperaturii. Pe baza acestui fapt putem, extrapolând dreapta,
sã determinãm densitatea la temperaturi dificil de obþinut.

ªtiind cã rezistenþa electricã variazã liniar cu temperatura într-un anumit
interval de temperaturã (~ 20–700 °C), se determinã câteva puncte prin care
trece dreapta (30, 50, 70, 100 °C). Analog, se obþine prin extrapolare valoarea
rezistenþei, pentru temperaturi mai greu de obþinut în laborator.

Prin liniaritate mai înþelegem faptul cã efectele sunt proporþionale cu
cauzele.

Când se aruncã un corp pe verticalã în sus cu viteza v
0
, înãlþimea maximã

atinsã de acesta este 
2
0

2

v

g
. Dacã se dubleazã viteza iniþialã, înãlþimea maximã

este 
2
04

2

v

g
. Schimbarea respectã schimbarea din condiþiile iniþiale.

În cazul unui resort elastic, forþa elasticã ce ia naºtere în resort, în urma
deformãrii acestuia, ºi îl readuce în poziþia de echilibru, este direct propor-
þionalã cu deformarea:

F
e
 = –kx.

Cu cât deformarea este mai mare cu atât forþa elasticã este mai mare.
Sistemele liniare pot fi descrise matematic printr-o ecuaþie simplã în care

variabilele x ºi x  apar numai la puterea întâi.
Ecuaþia 1.12 este o ecuaþie diferenþialã liniarã.
Sistemele liniare se întâlnesc rar în naturã; toate sistemele reale sunt

neliniare.
Sistemele neliniare sunt descrise de ecuaþii neliniare în care variabilele

apar la puteri mai mari ca 1.
Predictibilitatea opereazã numai în limitele trasate de legi, dar lumea este

complexã.

4.2.(*) Determinism ºi impredictibilitate.
Comportamentul haotic. Condiþii

Din start, Universul este determinist, supunându-se legilor fizicii, dar
capabil de dezordine, complexitate ºi impredictibil.

Apariþia calculatoarelor perfecþionate a pus în evidenþã faptul cã predic-
tibilitatea nu este valabilã pentru un timp infinit de mare.

Existã limite în înþelegerea ºi prezicerea comportamentului viitor a di-
feritelor sisteme precum: organismele vii, populaþia unei þãri, bursele de valori,
civilizaþii º.a.
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Miºcarea, chiar ºi a unor sisteme dinamice foarte simple, nu este întot-
deauna predictibilã pentru un viitor îndepãrtat. Asemenea miºcãri au fost numite
haotice ºi studiul lor a promovat noi idei în matematicã.

Termenul haotic este asociat cu problemele deterministe ºi impredictibile.
Din punct de vedere matematic, probabilitatea predicþiei tinde cãtre zero

pe mãsurã ce trece timpul.
Procesele haotice abundã în naturã ºi societate. Astfel: traiectoria urmatã

de o frunzã în cãderea ei, curgerea învolburatã a unei ape, atunci când întâmpinã
diferite obstacole, dârele lãsate de o ºalupã, miºcãrile din atmosfera terestrã,
fibrilaþiile ventriculare, seismele ºi multe altele sunt procese haotice întâlnite
în naturã, iar comportamentul mulþimilor (sociologie), revoluþiile (ºtiinþe po-
litice), formarea preþurilor (ºtiinþe economice) º.a. aparþin sferei sociale.

Haosul apare în oscilaþii mecanice, în circuite electrice, în reacþii chimice.
Prototipul fenomenului haotic în fizicã este turbulenþa.
Dacã în timpul curgerii liniile de curent nu mai sunt paralele între ele

ºi în interiorul fluidului (lichid sau aer) se formeazã vârtejuri, curgerea se numeºte
turbulentã.

Formarea vârtejurilor determinã creºterea rezistenþei pe care fluidul o
opune corpului în deplasare.

Forþa de rezistenþã F
R
, întâmpinatã de un corp care se miºcã într-un fluid

aflat în regim de curgere turbulentã, este direct proporþionalã cu pãtratul vitezei:

21

2
RF CS v= ρ ,

unde:
C – constantã adimensionalã care depinde

de forma corpului;
S – aria secþiunii transversale a corpului;
ρ – densitatea fluidului;
v – viteza de deplasare a corpului.
Raportul adimensional:

rvρ
=

ηeR

se numeºte numãrul lui Reynolds.

Mãrimile ρ, v au semnificaþiile menþionate mai sus, iar r este raza corpului
sferic care se deplaseazã prin fluid ºi η este coeficientul de vâscozitate al
fluidului.

În cazul unui corp nesferic, în expresia numãrului lui Reynolds apare
dimensiunea liniarã l a corpului, iar pentru curgerea fluidului printr-o conductã
– diametrul D al conductei.

Experimental, s-a constatat cã pentru Re < 2400 curgerea este laminarã
ºi pentru Re ≥ 2400 curgerea devine turbulentã.

a – Curgere laminarã.
b – Curgere turbulentã.

Fig. 4.1
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Valoarea vitezei de curgere turbulentã printr-o conductã, pentru care
numãrul lui Reynolds are valoarea 2400, se numeºte vitezã criticã v

c
:

2400
cv

D

η=
ρ .

Forþa gravitaþionalã este o forþã neliniarã: 
2

Mm
F k

R
=  fiind direct propor-

þionalã cu 2

1

R
. În cazul interacþiunii gravitaþionale a trei corpuri, orbitele

acestora sunt imprevizibile.
În dispozitive elec-

tronice neliniare precum
diodele semiconductoare,
tranzistoarele, tuburile cu
descãrcãri în gaze, tuburile
electronice (cu vid), termis-
toarele, caracteristica I = f (U)
nu mai este liniarã ºi legea
lui Ohm nu mai este apli-
cabilã.

Teoria haosului creeazã modele pentru fenomenele naturale care prezintã
neliniaritate. Ceea ce caracterizeazã aceste modele este faptul cã ele sunt
descrise de ecuaþii aparent simple,  dar cu soluþii ce pot fi complexe ºi imprevizibile.

O astfel de ecuaþie „simplã”, care dã naºtere oscilaþiilor haotice, este de
forma:

3
0 cosx x x F t+ δ + = Ω                                    (4.1)

fiind o ecuaþie neliniarã pentru oscilaþii forþate în care forþa elasticã este pro-
porþionalã cu x3 ºi nu cu x.

Prin reprezentarea soluþiilor obþinute prin calcul numeric (pe calculator) pentru
valori fixate ale lui δ, Ω ºi F

0
 au rezultat oscilaþiile aperiodice din figura 4.2.

Analizând mai multe variante de evoluþie se observã cã o foarte micã
modificare în condiþiile iniþiale (fig. 4.2 curba b) schimbã esenþial comportarea
sistemului peste un interval de timp.

Experimental, se pot pune în evidenþã miºcãri
haotice cu pendulul dublu, pendulul triplu sau o
„jucãrie haoticã” ca în figura 4.3.

Faptul cã mici diferenþe în condiþiile iniþiale dau
naºtere la importante modificãri în fenomenul final a
fost pus în evidenþã de meteorologul Lorenz, înteme-
ietorul teoriei haosului.

Pentru descrierea miºcãrilor din atmosfera te-
restrã, el a format un sistem de trei ecuaþii diferenþiale
de ordinul întâi. Ecuaþiile neliniare redau relaþia

Soluþii numerice ale ecuaþiei 4.1. a) la t = 0;
x = 3 ºi x  = 3; b) la t = 0; x = 3,003, x  =3.

Fig. 4.2

Jucãria
„haoticã“.

Fig. 4.3
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interactivã dintre trei factori meteorologici: temperaturã, presiune ºi viteza
vântului.

Pentru gãsirea soluþiilor, el a folosit un procedeu de rezolvare aproxi-
mativã, prin iteraþii succesive. Lorenz a calculat starea sistemului la momentul
t, (t + 1) … (t + i) ºi a observat cã pentru anumite valori ale unor parametri
soluþiile obþinute erau aleatorii, „haotice”. O datã, pentru a scurta programul
derulat, el a schimbat una dintre datele iniþiale din 0,506127 în 0,506 ºi a
obþinut un rezultat total diferit faþã de soluþia anterioarã.

Lorenz a botezat aceste divergenþe „efect fluture” (pornind de la întrebarea:
poate produce bãtaia de aripi a unui fluture din Brazilia o tornadã în Texas?).
Adicã, o schimbare minimã în condiþiile iniþiale poate avea efecte catastrofale.
Parametrii pot fi uºor modificaþi, dar nu se poate prevedea cu precizie reacþia
sistemului.

În dinamica clasicã, fenomene precum echilibrul, miºcarea periodicã,
miºcarea cvasiperiodicã sunt predictibile, ele nu sunt sensibile la schimbãrile
condiþiilor iniþiale. În schimb, sistemele aperiodice instabile nu se repetã niciodatã.
Ele sunt sensibile la mici perturbãri ºi sunt impredictibile. ªi în istoria civili-
zaþiilor, evenimente lipsite de importanþã au dus la schimbãri de duratã.

• Caracteristicile unei miºcãri haotice
1. Neliniaritatea este o caracteristicã esenþialã a miºcãrii haotice dar asta

nu înseamnã cã neliniaritatea implicã neapãrat miºcare haoticã.
2. Dependenþa sensibilã la condiþiile iniþiale, care face imposibilã pre-

dicþia pe termen lung. Asta mai înseamnã ºi pierderea informaþiei asupra condiþiilor
iniþiale.

3. Aperiodicitate – miºcarea nu se repetã niciodatã identic.
4. O oarecare stabilitate, cu oarecare tensiuni ºi fãrã salturi. Haosul poate

fi ºi el stabil.
Pe baza acestor caracteristici se cunosc ºi diferite definiþii ale haosului:
„Comportament recurent aparent aleatoriu într-un sistem determinist simplu.”
„Comportament instabil aperiodic în sisteme neliniare deterministe.”
„Capacitatea modelelor simple de a genera un comportament extrem de

neregulat.” (Ian Stewart – matematician)

4.3.(*) Descrierea comportamentului haotic. Spaþiul
fazelor. Atractori clasici ºi atractori stranii

Dinamica fenomenelor haotice este mai uºor de înþeles ºi de relevat din
perspectiva spaþiului fazelor.

4.3.1. Descrierea comportamentului unui sistem fizic în spaþiul fazelor

În mecanica clasicã se lucreazã cu noþiunea de punct material.
Poziþia punctului material este determinatã în spaþiul tridimensional de

vectorul de poziþie r , care este funcþie de coordonatele carteziene x, y, z.
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Poziþiile în spaþiu a N puncte materiale sunt date de N vectori de poziþie,
deci sunt caracterizate de un numãr de 3N coordonate.

Parametrii independenþi care determinã, în mod univoc, starea siste-
mului se numesc grade de libertate.

Numãrul gradelor de libertate pentru poziþiile celor N puncte materiale,
este deci, 3N.

Aceºti parametri nu trebuie sã fie neapãrat coordonate carteziene ci pot
fi mãrimi de altã naturã ca de exemplu unghiul α, impulsul p = mv º.a.

Parametrii independenþi x
1
, x

2
, …, x

N
 care caracterizeazã starea sis-

temului se numesc coordonate generalizate x
i
 iar 

d

d
i

i

x
x

t
=  (adicã v

i
) se numesc

viteze generalizate ix .

Relaþiile:

1 1 1 2( , , , )Nx f x x x= … ; 2 2 1 2( , , , )Nx f x x x= … ; …; 
1 2( , , , )N N Nx f x x x= …

definesc un spaþiu al fazelor N dimensional.
Dacã la un moment dat se cunosc toate coordonatele, x

i
, ºi toate vitezele,

ix , se cunosc ºi toate acceleraþiile, 
2

2

d

d
i

i

x
x

t
= , adicã a

i
.

Relaþiile care leagã acceleraþiile de coordonate ºi de viteze se numesc
ecuaþiile miºcãrii. Variaþiile acestor coordonate în timp permit cunoaºterea
traiectoriei sistemului.

Starea sistemului la un moment dat se reprezintã în spaþiul fazelor printr-un
punct, iar schimbarea stãrii, printr-o traiectorie.

Spaþiul fazelor nu are nimic comun cu spaþiul real. Spaþiul fazelor este
o structurã pur geometricã, în sensul cã legile de variaþie ale stãrii sistemului
pot fi formulate într-un limbaj geometric.

Sã studiem miºcarea oscilatorului liniar armonic în spaþiul fazelor. Miºcarea
este descrisã de ecuaþia 1.12:

mx kx= − .
ªtim cã elongaþia unei oscilaþii armonice este datã de relaþia:

x = Asin(ωt + ϕ) ºi x  = Aωcos(ωt + ϕ).
Eliminãm timpul din cele douã relaþii:

2 2sin( )
1

cos( )

x
t

x xA
x A A

t
A

ω + ϕ =     → + =    ω   ω + ϕ = ω

.

Rezultã cã, în spaþiul fazelor bidimensional, miºcarea oscilatorie ar-
monicã este reprezentatã printr-o elipsã cu semiaxa mare egalã cu A ºi semiaxa
micã egalã Aω (fig. 4.4).
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În general, o miºcare periodicã în spaþiul fazelor bidimensional este o
curbã închisã.

În figura 4.5 este reprezentatã o miºcare oscilatorie armonicã având
ω = 1 rad/s. În spaþiul fazelor ea reprezintã un cerc.

Figura 4.6 aratã reprezentarea oscilaþiilor amortizate în spaþiul fazelor
bidimensional.

Miºcãrile haotice au orbite care nu se închid ºi nu se repetã (fig. 4.7).

4.3.2. Atractori clasici ºi atractori stranii

Un atractor este un punct, o curbã, o suprafaþã cãtre care converg tra-
iectoriile izvorâte din toate punctele aparþinând vecinãtãþii sale.

Exemple: lacurile care adunã apele de pe pantele aflate în vecinãtatea
lor, rigolele. Starea atractivã pentru un pendul gravitaþional care efectueazã
oscilaþii amortizate este poziþia sa de echilibru.

Dupã cum ºtim, punctele de echilibru corespund potenþialului minim.
Dacã nu se acþioneazã asupra sistemului, el rãmâne în aceastã stare.

Este posibil ca potenþialul sã aibã mai multe minime ºi starea sistemului
este nedeterminatã. Acest caz intrã sub incidenþa convenþiei lui Maxwell:

Reprezentarea miºcãrii
oscilatorii armonice în

spaþiul fazelor
bidimensional este o

elipsã.

Miºcarea oscilatorie armonicã pentru
1rad/sω =  este în spaþiul fazelor
bidimensional un cerc.

Reprezentarea oscilaþiilor amortizate în
spaþiul fazelor bidimensional.

Reprezentarea în spaþiul
fazelor bidimensional a

oscilaþiilor din fig. 4.2, (a).

Fig. 4.4
Fig. 4.5

Fig. 4.6
Fig. 4.7
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sistemul se plaseazã în starea mi-
nimului absolut al potenþialului
(fig. 4.8, a). Dacã existã douã mi-
nime absolut egale, între cei doi atrac-
tori se naºte o „luptã” („catastrofã de
conflict”) (fig. 4.8, b).

În figura 4.8, c este reprezentat
un atractor instabil („catastrofã de
bifurcaþie”).

Un atractor instabil se bifurcã în
doi sau mai mulþi atractori în conflict. La
rândul lor, ºi aceºti atractori se pot bifur-
ca dacã devin instabili (fig. 4.9).

Tranziþiile de fazã sunt discontinue.
Referindu-ne la trecerea din faza lichidã
în cea gazoasã (evaporarea), putem spune
cã faza lichidã ºi cea gazoasã sunt doi
atractori care-ºi împart un domeniu al
diagramei fazelor.

René Thom atribuie fiecãrei morfo-
geneze o „luptã” între doi sau mai mulþi
atractori.

Situaþiile dinamice care guverneazã fenomenele naturale sunt fundamen-
tal aceleaºi cu cele care hotãrãsc evoluþia omului ºi a societãþii. Ambele rezultã
din sciziunea unor atractori în douã sau mai multe componente, care intrã în
conflict în cuprinsul aceluiaºi spaþiu. Echivalentul atractorilor clasici în diferite
domenii sunt ºefii, statele, religia, clasa socialã, anumite afinitãþi etc.

Teoria haosului afirmã cã existã câteva poziþii de echilibru pe piaþã.
Existenþa unui punct de echilibru determinã beneficii reduse.

Cele trei tipuri de miºcare dinamicã: echilibru, miºcare periodicã, miºcare
cvasiperiodicã sunt atractori clasici. În prezenþa unei forme de amortizare,
sistemul este „atras” spre una dintre aceste stãri.

Atractorii clasici sunt asociaþi cu obiecte geometrice clasice în spaþiul
fazelor. Starea de echilibru este un punct, miºcarea periodicã este o curbã
închisã, iar miºcarea cvasiperiodicã este o suprafaþã în spaþiul fazelor tridimensional.

În spaþiul fazelor tridimensional, atractorul straniu reprezintã o serie de
suprafeþe paralele, separate de distanþe din ce în ce mai mici. Miºcãrile haotice
tind spre atractori stranii. Atractorii stranii existã în spaþiul fazelor, care este o
„hartã flexibilã” a tuturor informaþiilor posibile.

Sã luãm ca exemplu roata cu apã. La viteze mici ale fluxului de apã
sistemul lucreazã normal. La viteze crescute ale fluxului de apã, timpul de
umplere ºi golire a cupelor este mai mic ºi sistemul începe sã se comporte
imprevizibil: roata îºi poate încetini miºcarea sau chiar sã-ºi schimbe sensul
de rotaþie (fig. 4.10).

a – convenþia lui Maxwell;
b – „catastrofã de conflict“;

c – „catastrofã de bifurcaþie“.
Fig. 4.8

Bifurcaþiile atractorilor.Fig. 4.9

a b c
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Dacã se reprezintã grafic miºcarea roþii se
obþine o spiralã dublã în spaþiul fazelor, numitã
atractor straniu. Atractorii reprezintã stãrile în care
se fixeazã sistemul în final.

Proprietatea fundamentalã a atractorilor stranii
este supersensibilitatea la condiþiile iniþiale (SSCI).
Este o noþiune cheie a teoriei haosului. Evoluþia unui
sistem, determinist sau nu, este dependentã de starea
iniþialã. Dacã traiectoriile care la început erau foarte
apropiate se îndepãrteazã exponenþial odatã cu tre-
cerea timpului, sistemul depinde exponenþial de con-
diþiile iniþiale. Atractorii stranii utilizaþi în modelarea
sistemelor haotice sunt dependenþi de condiþiile ini-
þiale. Atracþia implicã convergenþa traiectoriilor, iar
SSCI divergenþa lor.

Lorenz afirma cã: „…douã stãri imperciptibil
diferite pot evalua în douã stãri considerabil diferite
dacã existã vreo eroare în observarea stãrii pre-
zente… va fi imposibilã o prezicere acceptabilã a
stãrii instantanee din viitorul îndepãrtat”.

Cantitativ, teoria haosului a fost dezvoltatã de
Alexander Lyapunov. Exponentul Lyapunov descrie
dinamica evoluþiei traiectoriei, dându-ne informaþii
despre convergenþa sau divergenþa sistemului.

În sistemele deterministe care implicã sensi-
bilitate la condiþiile iniþiale, în cazul în care  în spaþiul
fazelor traiectoriile sunt apropiate la început, pentru valori mai mari ale timpului,
ele se îndepãrteazã exponenþial unele de altele. Distanþa dintre douã puncte
de pe traiectorie variazã în timp dupã legea:

d(t) = d
0
2λt,

unde d
0
 este distanþa dintre cele douã puncte la momentul iniþial, iar λ este

exponentul Lyapunov. El mãsoarã viteza cu care diverg traiectoriile apropiate
în spaþiul fazelor. Pentru un sistem dinamic anume este o mãsurã a haosului.
Semnul lui λ este un criteriu pentru a stabili dacã miºcarea este haoticã sau nu.

Pentru miºcãri nehaotice λ ≤ 0 iar pentru cele haotice λ > 0.

• Caracteristicile atractorilor stranii:
– au un aspect straniu;
– supersensibilitate la condiþiile iniþiale (SSCI);
– traiectorii apropiate se întâlnesc pe ei ºi se despart rapid;
– deºi existã într-un spaþiu infinit dimensional (spaþiul fazelor) ei au di-

mensiuni finite.
Atractorul trebuie sã fie stabil ºi sã reprezinte starea finalã a sistemului

dinamic, sã nu se repete ºi sã nu se autointersecteze.

Roata cu apã.Fig. 4.10
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• Atractorul Lorenz
Este cel mai celebru atractor straniu. Curbele trasate

pe calculator descriu în spaþiul fazelor bucle care se
încolãcesc la infinit în jurul a douã puncte fixe, insta-
bile, care atrag toate traiectoriile dintr-un anumit do-
meniu (fig. 4.11). Atractorul Lorenz este asemuit de cei
mai mulþi, cu un fluture, iar de alþii, cu „ochi de bufniþã”.

• Atractorul „Potcoavã”
El a fost imaginat de matematicianul Stephen

Smale ºi obþinut prin repetarea la infinit a supra-
punerii unui plan pe el însuºi.

Un pãtrat este întins pe orizontalã ºi con-
tractat pe verticalã (fig. 4.12). Apoi se îndoaie
dreptunghiul obþinut în formã de potcoavã, astfel
încât sã poatã fi înscris în pãtrat. Operaþia se re-
petã. Toate iteraþiile nãscute din pãtratul iniþial con-
verg cãtre acesta deci el este un atractor. Imaginea
oricãrui punct al pãtratului se gãseºte în cadrul
mulþimii obþinute în secþiunea verticalã.

Atractorii stranii constau dintr-un numãr in-
finit de curbe, suprafeþe sau mulþimi supradimen-
sionale. Ei sunt, de fapt, obiecte fractale, caracterizate
prin dimensiuni neîntregi sau fracþionare.

Atractorii stranii au structurã fractalã.

Atractorul
Lorenz1.

Fig. 4.11

Realizarea atractorului „potcoavã“.

4.4.(*) Elemente de geometrie fractalã

Geometria fractalã este o metodã descriptivã naturalã a structurilor complexe.
Geometria fractalã este prezentã în toate domeniile ºtiinþelor naturii, de la
ansambluri moleculare, la aspecte geologice ºi pânã la galaxii.

ªtiinþa modernã cautã sã descrie comportãri complexe prin sisteme simple.
Este surprinzãtoare, în cazul haosului ºi fractalilor, coexistenþa unei formulãri
simple ºi a comportamentului complex. Fractalii pot descrie o diversitate de feno-
mene naturale precum: forme de relief (coastele mãrilor, ale oceanelor, munþii), orga-
nismele vii (animale, vegetaþie), forma fulgilor de zãpadã, a norilor ºi multe altele.

Fig. 4.12

1 Gãsiþi, la http://www.cmp.caltech.edu/~mcc/Chaos_Course/Lesson1/Demo8.html, o aplicaþie
de dezvoltare dinamicã a traiectoriilor atractorului Lorenz.
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B. Mandelbrot, întemeietorul geometriei fractale, afirma: „Instrumentul
fractal aduce unitatea în diversitatea subiectelor.”.

• Ce caracterizeazã o structurã fractalã?
– La diferite scãri, pãrþile au aceeaºi structurã ca ºi întregul. Cele mai

ilustrative sunt conopida ºi broccoli.
– La orice scarã, structura este neregulatã, fragmentatã ºi nu poate fi

descrisã cu ajutorul geometriei euclidiene.
– Este caracterizatã de o dimensiune fractalã D care este mai mare ca

dimensiunea topologicã d.
– Poate fi definitã foarte simplu, eventual recursiv.
Un obiect fractal este autosimilar: examinat de aproape sau de departe,

la scarã mare sau mai micã, aratã la fel.
Proprietatea de autosimilitudine sau omotetie: orice subsistem al unui

sistem fractal este echivalent cu întregul sistem. Existã un tipar repetitiv.
Copacii, munþii sunt fractali. Plãmânii ºi aparatul digestiv (fig. 4.13),

vasele de sânge, unele celule nervoase sunt fractali.

Fig. 4.13
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În sensul strict al termenului, formele naturale nu sunt fractali întrucât
nu sunt întotdeauna autosimilare. Fractalii se regãsesc în polimeri ºi geluri. Toþi
polimerii (nailon, polistiren, plexiglas) au o caracteristicã: sunt macromolecule
uriaºe, formate din milioane de atomi. De obicei, aceste macromolecule repetã
o unitate numitã monomer. Dacã sunt formate din douã tipuri diferite de mo-
nomeri, într-o succesiune regulatã sau întâmplãtoare, se numesc copolimeri.
Macromoleculele pot fi liniare sau ramificate, neutre sau încãrcate electric,
amorfe sau cristaline.

4.4.1. Geometria euclidianã ºi geometria fractalã

Geometria euclidianã nu poate descrie întreaga complexitate ºi diver-
sitate a formelor naturale. Norii nu sunt sfere, munþii nu sunt conuri, fulgerul
nu se propagã în linie dreaptã, plãmânul are o construcþie arborescentã º.a.m.d.

ªtim cã lungimile se mãsoarã în m, ariile în m2 ºi volumele în m3.
Corespunzãtor, dimensiunile euclidiene sunt 1, 2, 3 ºi 0 pentru punct.

Un segment de dreaptã poate fi „pavat” cu k = N pãrþi de segmente. Un
dreptunghi poate fi acoperit cu k = N2 dreptunghiuri. Un paralelipiped drept-
unghic poate fi umplut cu k = N3 paralelipipede dreptunghice.

Se defineºte ca raport de similitudine s:

1 1
( )

d
s N

k N
= =                                          (4.2)

unde d, în cazul geometriei euclidiene, ia valori 0 pentru punct, 1 pentru
segment de dreaptã, 2 pentru plan ºi 3 pentru volum.

Rezultã cã N, s ºi d verificã relaþia:
N = (s)d                                                (4.3)

ºi
ln

ln

N
d

s
=                                               (4.4)

Aceastã dimensiune, (d), este numitã de ma-
tematicieni dimensiune topologicã.

Sã luãm câteva exemple.
• Împãrþim un segment de dreaptã în douã

segmente egale (fig. 4.14, a). În acest caz:
Numãrul bucãþilor este N = 2.
Dimensiunea este d = 1.
Raportul de similitudine s = 2 (aºa cum rezultã

din relaþia 4.3)
• Împãrþim un pãtrat în 4 pãtrate egale (fig.

4.14, b).
N = 4, d = 2, s = 2 ( 1/ 2 4 2s N= = = ).
• Împãrþim un cub în 8 cuburi egale.

Exemple de calcul a
dimensiunii
topologice.

Fig. 4.14 N = 8, d = 3, s = 2 ( 1/ 3 3 8 2s N= = = ).

a

b

c
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Înlocuind datele, pentru cele trei cazuri, în relaþia 4.4:

1

ln2
1

ln2
d = = ; 2

2ln2
2

ln2
d = = ; 2

3ln2
3

ln2
d = = ,

observãm cã se obþin numere întregi.
Începând cu anii ’60, matematicianul francez Benoît Mandelbrot a dez-

voltat teoria obiectelor autosimilare, arãtând cã ele au o dimensiune fracþionarã
numitã dimensiune fractalã, D.

Dimensiunea fractalã este un numãr care cuantificã gradul de neregu-
laritate ºi de fragmentare a unui obiect din naturã. Particularitatea acestor
numere este cã nu sunt numere întregi. Ele sunt fracþii simple (1/2, 3/4) sau
numere iraþionale ca ln4/ln3 = 1,2618… sau π.

Dimensiunea fractalã, D, a unor curbe plane neregulate este cuprinsã
între 1 ºi 2, a unor suprafeþe pline de convoluþiuni (frunzã), între 2 ºi 3 ºi a unei
dâre de praf, între 0 ºi 1.

Cu ajutorul dimensiunii fractale se poate mãsura proprietatea fractalã a
autosimilitudinii ºi se poate caracteriza „stranietatea” atractorului haotic.

Majoritatea biostructurilor pot fi studiate pe baza geometriei fractale. O
tumorã malignã poate fi consideratã un obiect fractal cu dimensiunea fractalã
cuprinsã între 0 ºi 1.

4.4.2. Mulþimi de fractali

Existã douã categorii de fractali:
– nedeterminiºti nestratificaþi, care sunt aleatorii – cum este miºcarea

brownianã;
– determiniºti stratificaþi, care se obþin printr-un procedeu recursiv: mul-

þimea lui Cantor, curba lui von Koch, sita lui Sierpinski º.a.

1. Mulþimea lui Cantor
Este cea mai simplã structurã fractalã, cu-

noscutã încã din anul 1883, construitã de mate-
maticianul german Georg Cantor.

Se pleacã de la un segment de dreaptã care
se taie în trei segmente egale izolându-se seg-
mentul central.

Se repetã operaþiunea cu cele douã segmen-
te rãmase º.a.m.d. (fig. 4.15). Aceastã operaþie se
continuã la infinit, obþinându-se în final o infi-
nitate de puncte aliniate, numitã „praful lui Cantor”. Ansamblul Cantor are o
structurã fractalã:

– este autosimilar – prin aceeaºi operaþie se trece de la un anumit nivel
la un nivel imediat inferior;

Construcþia mulþimii
lui Cantor.Fig. 4.15
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– are dimensiunea fractalã 
ln2

0,6309
ln3

= …

 „Praful lui Cantor” are dimensiunea topologicã d = 0, deci D > d.
Se poate observa cã secþiunea verticalã a atractorului „potcoavã”

(fig. 4.12) este o mulþime Cantor.

2. Curba lui von Koch
A fost imaginatã în 1904, de cãtre ma-

tematicianul Helge von Koch. Este o curbã
continuã care nu admite tangentã.

Se împarte un segment de dreaptã de
lungime a în trei segmente de dreaptã egale.
În loc sã se elimine partea centralã, se înlo-
cuieºte cu douã bucãþi de lungime a/3. Se ob-
þine o linie frântã, de lungime 4a/3 (fig. 4.16).
Aceastã linie frântã este generatorul mulþimii.
Se continuã procedeul la infinit.

Curba lui von Koch este autosimilarã,
are lungimea  infinitã ºi dimensiunea fractalã

ln4
1,2618

ln3
D = = … Dimensiunea topologicã

este 1, întrucât este o linie continuã. Deci
D > d. Este frapantã asemãnarea dintre aceastã
curbã ºi coasta Bretaniei.

3. Sita lui Sierpinski
Iniþiatorul construcþiei numitã Sita

lui Sierpinski este un triunghi echila-
teral (fig. 4.17).

Se împarte triunghiul în patru tri-
unghiuri egale ºi se eliminã triunghiul
din centru. Se repetã operaþia asupra
celor trei triunghiuri rãmase º.a.m.d. Di-

mensiunea fractalã este 
ln3

1,5849
ln2

= …

Pe calculator se pot construi imaginile unor munþi fictivi, care sunt re-
marcabile prin realismul lor. Se porneºte de la un plan pe care se traseazã o
dreaptã oarecare. Se separã cele douã bucãþi, deplasându-le în lungul dreptei,
pe direcþie verticalã. Procedeul se repetã. Aceastã metodã iterativã permite
obþinerea unor suprafeþe neregulate ce simuleazã un relief natural.

Dimensiunea fractalã caracterizeazã consistenþa reliefului – cu cât este
mai mare cu atât sunt mai neregulate formele muntelui.

Construcþia
curbei von Koch.

Fig. 4.16

Construcþia sitei lui
Sierpinski.

Fig. 4.17
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Aceastã metodã de simulare este folositã în cinematografie ºi televiziune,
pentru crearea de efecte speciale. Este una dintre cele mai importante aplicaþii
ale geometriei fractale. Ea face parte din tehnica imaginilor de sintezã în trei
dimensiuni.

Astfel, imaginile extraterestre din trilogia „Rãzboiul stelelor” au fost
generate pe calculator, folosind fractalii.

Artiºtii sunt cuceriþi de frumu-
seþea unor structuri fractale, îmbogã-
þindu-le cu frumoase culori (fig. 4.18).
Un exemplu de aplicare a geometriei
fractale la modelarea completã a unui
fenomen fizic îl constituie arborescen-
þele din figurile de creºtere a crista-
lelor sau a depunerilor electrolitice,
din imaginile scânteilor electrice. Toate
sunt structuri fractale naturale.

ªtim cã procesul de cristalizare
porneºte de la un germene central. Pe
calculator se simuleazã miºcarea de-
zordonatã a atomilor. Atomii atraºi de
germene se fixeazã pe el. Prin atragerea altor atomi se favorizeazã formarea
ramificaþiilor. Pentru structurile arborescente, produse prin acest mecanism, s-
a calculat teoretic o dimensiune fractalã D = 1,71 – care se apropie foarte mult
de mãsurãtorile experimentale.

Astronomul german Olbers (1823) s-a întrebat de ce cerul este negru în
nopþile fãrã Lunã. În acea epocã, nu se cunoºteau galaxiile. Universul era
imaginat ca un spaþiu infinit în cre stelele erau repartizate aleatoriu dar cu o
densitate medie uniformã. Conform unui asemenea model, intensitatea lu-
minoasã recepþionatã de un observator ar trebui sã fie foarte mare ºi cerul ar
trebui sã fie alb în timpul nopþii (paradoxul Olbers).

În anul 1907, Fournier D’Albe a propus un model de Univers pentru care
a ales o  dimensiune fractalã astfel încât cerul sã fie negru ºi densitatea stelelor
sã nu fie uniformã.

Teoreticienii au demonstrat ulterior cã galaxiile nu sunt repartizate uniform
în spaþiu, fiind grupate în roiuri, ºi cã este suficient sã aibã o structurã fractalã,
de dimensiune fractalã mai micã decât 2, pentru ca cerul sã aparã negru în
timpul nopþii.

Geometria fractalã ajutã la înþelegerea unor fenomene complexe precum:
galaxiile, formele de relief, rocile, suprafeþele ºi interfeþele neregulate, poli-
merii, sistemul pulmonar ºi circulator; de asemenea, constituie un „instrument”
în analiza unor fenomene diverse: ritmurile muzicale, ritmurile inimii, cele
economice ºi de evoluþie biologicã.

Geometria fractalã a contribuit mult la dezvoltarea teoriei haosului.

Fig. 3.20
Tabloul pictorului Emil

Ciocoiu intitulat „Din haos,
Doamne, am apãrut”.



Combinând teoria fractalilor cu teoria haosului în urmãrirea unei particule
aflate în suspensie într-un lichid (miºcarea brownianã) se constatã cã fractalii
brownieni reprezintã urma unei miºcãri browniene a cãrei dimensiune fractalã
este mai micã decât 2.

Teoria haosului creeazã modele pentru fenomenele naturale care pre-
zintã neliniaritate ºi feedback. Mitchell Feigenbaum a demonstrat cã haosul
este o proprietate universalã a sistemelor cu feedback neliniar.

Feedback – sau reacþie inversã – este procesul prin care se aplicã la
intrarea unui sistem activ o parte din energia de la ieºirea lui.

Este utilizat în schemele amplificatoarelor, oscilatoarelor, sistemelor de
reglare automatã. Cu alte cuvinte, ieºirea influenþeazã intrarea sistemului,
modificându-i operarea. În cazul difuzoarelor, o parte din semnalul care iese
este reintrodus în sistem ºi produce sunete ascuþite, distorsiuni în frecvenþã
(feedback negativ). În cazul amplificatoarelor, semnalul este reintrodus voit
(feedback pozitiv).

În economie, feedback negativ înseamnã beneficii reduse ºi feedback
pozitiv – beneficii sporite.

În bursã fenomenul este asemãnãtor: dacã preþurile cresc cererea scade,
ceea ce duce la reajustarea preþurilor (scãderea lor).

Thom afirma cã „Limbajul interdisciplinaritãþii este în mod necesar ma-
tematic”. Matematicile nu sunt doar un simplu instrument de calcul ºi predicþie,
ci servesc ºi ca germen al unor structuri abstracte, precum obiectele fractale
ale lui Mandelbrot sau atractorii stranii ai lui Ruelle.

Definiþie
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